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Notations et rappels

On désigne par N I'ensemble des entiers naturels et par N* I’ensemble des entiers naturels
non nuls. On désigne par Z 'anneau des entiers relatifs. On désigne respectivement par Q, R
et Cles corps des nombres rationnels, des nombres réels et des nombres complexes. Pour k et n
dans Z avec k < n, on désigne par [k, n] 'ensemble des entiers relatifs ¢ tels que k < ¢ < n.

Pour n € N*, onnote U, = {z€ C, 2" = 1} le groupe multiplicatif des racines n-iémes de l'unité
dans C. On rappelle qu’il s’agit d'un groupe cyclique d’ordre n. On dit que z € U, est une racine
primitive n-iéme de I'unité si z engendre le groupe Uj,.

Pour un corps K et un entier naturel non nul k, on note GL¢(K) le groupe des matrices inver-
sibles de taille k x k et a coefficients dans K. On désigne par I la matrice identité de taille k
de GL(K). On note O»(R) le groupe des matrices orthogonales de taille 2, c’est 'ensemble des
matrices M € M, (R) telles que M v = I,,ou M Testla transposée de la matrice M.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K de caractéristique différente de 2.
Pour u endomorphisme de E, le polyndome caractéristique de u estnoté y,(X) = det(XIdg —u)
ol Idg est'endomorphisme identité de E.

Définition 1. Soient K un corps et k un entier naturel non nul. Soit A € GLx(K). On dira que A
est d’ordre fini il existe n € N* tel que A" = 1, son ordre est alors le plus petit entier naturel
non nulr tel que A™ = 1.

Ce sujet est formé de deux exercices préliminaires et de six parties. Son but est d’étudier les
matrices d’ordre fini dans GL (K) pour les corps K = C, R et Q, de déterminer les sous-groupes

finis de GL, (Q) et d’étudier un exemple dans GL; (Z/ pZ) ol p est un nombre premier.

Exercice préliminaire 1

Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considere un endo-
morphisme u de E. On désigne par K[X] la K-algébre des polynémes a une indéterminée
et a coefficients dans K et par End(E) la K-algebre des endomorphismes de E.

1. Montrer qu’il existe un unique morphisme de K-algebres 6, : K[X] — End(E) envoyant X
sur u.

Pour tout polynéome P € K[X], on note P(u) = 0,(P). Limage de 8, est notée K[u].
2. Montrer que le morphisme 8, n’est pas injectif.

3. En déduire l'existence d’'un unique polyndme unitaire p, € K[X] tel que pour tout
polynéme P € K[X], 6,(P) est'endomorphisme nul de E si et seulement si u,, divise P.
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Définition 2. Ce polynome u,, est appelé le polyndme minimal de u.

4. Soit d le degré de . Montrer que (IdE, u,..., ud_l) est une base de K[u].
On rappelle le théoreme de Cayley-Hamilton :

Théoréme 3. Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors (1,
divise x .

Exercice préliminaire 2

Définition 4. Lapplication ¢ : N* — N* qui a tout entier naturel non nul n associe le cardinal
des entiers k € [1, n] premiers avec n est appelée fonction indicatrice d’Euler.

5. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que la valeur de ¢(n) est égale au nombre d’élé-
ments inversibles de I'anneau 2/, ;.
6. Montrer que si p est un nombre premier et a € N*, alors on ala relation ¢(p®) = p®-p*~".

7. Dans N¥, résoudre I'inéquation ¢(n) < 2.
Indication: on pourra décomposer n en produit de nombres premiers; on rappelle que si m
et n sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, alors on a I’égalité

@p(mn)=@p(m)p(n).

I. Décomposition de X" — 1 en produit d’irréductibles

2in

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul. On note w, =e » .

8. Dans C[X], exprimer a l'aide de w, la décomposition du polynéme X" -1 en facteurs
irréductibles. En déduire que X" —1 est a racines simples dans C.

9. (a) Quelles sont, en fonction de n, les racines n-iemes de I'unité appartenant a R ?

(b) Soit 6 un nombre réel non nul qui n'est pas de la forme mx avec m un entier relatif.
Justifier que le polynome de C[X] de degré 2 donné par Py = (X —e?)(X —e ) est
un polyndme de R[X] qui est irréductible dont on donnera les coefficients.

(c) Enfonction de n, donner la décomposition en facteurs irréductibles du polynome X" -1
dans R[X].

10. (a) Soit m € N*. Démontrer que !’ est une racine primitive n-iéme de 1'unité si et seule-
ment si m et n sont premiers entre eux.

(b) Montrer que le nombre de racines primitives n-iemes de 'unité est ¢(n).

Définition 5. Pour n entier naturel non nul, on note

=TT (X-o}).

1<m<n
mAn=1

Ce polynome est appelé le n-iéme polyndéme cyclotomique.
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11. (a) Justifier que U, = UAd, olt A; désigne I'ensemble des racines primitives d-iemes

din
de I'unité. Montrer que cette union est disjointe. En déduire que
X"-1=]]®a.
dln

(b) Déterminer @, pour 1< n<6.

(c) Soient B € Z[X] un polynéme unitaire et A € Z[X]. Montrer qu'il existe Q, R € Z[X] tels
que A=BQ+ RavecdegR <degBouR=0.
Indication : on pourra faire une preuve par récurrence sur le degré de A.

(d) En déduire que pour tout n € N*, @, € Z[X].

Dans la suite du sujet, on admet que pour tout ne N*, le polynome ®, est un polynéme
irréductible de Q[X]. La décomposition de X" — 1 en facteurs irréductibles dans Q[X] est donc
donnée par
X"-1=[]®a.
dln

II. Un lemme sur les matrices d’ordre fini

Dans cette partie, K = Q, R ou C. On considere une matrice A € GL;(K) d’ordre fini; son ordre

estnotér.

12. Montrer que A est diagonalisable sur C et que ses valeurs propres sont des racines de 1'unité.

13. Montrer que le polyndme minimal p4 de A s’écrit sous la forme pyg = P;--- Py, ou les P;
sont des polynomes irréductibles unitaires de K[X] deux a deux distincts.

III. Endomorphismes cycliques et décomposition
de Frobenius

Dans cette partie, on fixe un corps K, un K-espace vectoriel E de dimension finie k> 1
et u un endomorphisme de E. On note

mq

q

la décomposition en facteurs irréductibles du polyndéme minimal de u dans K[X]; les P; sont
des polynémes irréductibles unitaires de K[X] deux a deux distincts et les m; sont des entiers
naturels non nuls.

,uu=P1m1--~P

Définition 6. On associe a tout polynéme unitaire P, de degré n et noté
P=X"+a,, X"+ +a

de K[X], sa matrice compagnon définie par

0 0 - 0 -a
1 0 0 -a
Cp=|0 1 :
0 —-ap-2

0 - 0 1 —-au
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14. Soit P un polynéme unitaire de K[X]. Démontrer que le polynéme caractéristique de Cp
est égala P.
Indication : on pourra procéder par récurrence sur 'entier n > 1.
15. Soit x € E. On note

Iy = {P e K[X] | P(u)(x) = 0}.

(a) Justifier qu'il existe un unique polynéme unitaire p, de K[X] tel que I, = u,K[X]
etquelona py | uy.-

q
(b) Justifier que E = EPKer (le i (u)) et que les sous-espaces N; = Ker (Plf"" (u)) sont stables
par u. =1
(c) Pourtouti € [1,q], on note u; I'endomorphisme induit par u sur N;. Montrer que
Hu; = P;ni'
En déduire qu'il existe x; € E tel que iy, = 4y, puis qu'il existe x € E tel que py = py.

Définition 7. Soit u un endomorphisme de E. On dit que u est cyclique s'il existe un vecteur
Xo € E tel que la famille (xo, u(xop),..., uk1 (xo)) soit une base de E.

16.

17.

18.

19.

Soit u un endomorphisme de E. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
i) endomorphisme u est cyclique.
ii) 1l existe une base B de E telle que Matg(u) soit la matrice compagnon d’'un certain
polynome.
i) yu=pu.
Soit ¥ un endomorphisme cyclique de E. On note Com(u) = {v € End(E) | vou = uo U}
I'ensemble des endomorphismes qui commutent avec u. Justifier que Com(u) = K[u].

Dans cette question, on suppose que [, est irréductible sur K. Pour x € E, on note
Ex={P(w)(x) | P e K[X]}.

(a) Montrer que E, est stable par u pour tout x dans E. Montrer que si x est non nul,
I'endomorphisme v induit par u sur E; est cyclique, de polyndme minimal égal a .
En déduire la dimension de E,.

(b) Soient F un sous-espace de E stable par u et x € E. Montrer que Ex € F ou Ex N F = {0}.
(c) Montrer qu'’il existe des vecteurs xy,..., X, de E tels que

p
E=@E,,.
i=1

Dans cette question, on suppose que [, est sans facteurs carrés, c’est-a-dire que sa décompo-
sition en produit de polynomes irréductibles unitaires est de la forme p,, = Py --- P4 oit les P;
sont 2 a 2 distincts.

(a) Déduire de la question précédente qu'’il existe des vecteurs xi,..., X, de E tels que

p
E=@PE;x,
i=1

puis qu’il existe une base 3 de E telle que la matrice de u dans 3 est diagonale par blocs
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de la forme
Diag(Cpl,...,Cpl,...,Cpq,...,Cpq),

ol chaque bloc Cp; est présent un certain nombre de fois, noté ¢;.

(b) Montrer que y, = Pf‘ ‘-‘Psq.

IV. Matrices complexes ou réelles d’ordre fini

20. Dans cette question, on prend K = C et A € GLi(C) est une matrice d’ordre fini.
Par conséquent, il existe un entier n de N* tel que A" =1 .

(a) Justifier que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont des racines n-iémes
de l'unité.
(b) On note Ay, ..., A les valeurs propres de A et pour j € [1,k], on note n; 'ordre de A;

dans le groupe U, des racines n-ieémes de 'unité. Exprimer I'ordre de A dans le groupe
GL(K) en fonction des #;.

(c) Montrer que pour tout r € N*, il existe une matrice A, € GL;(C) d’ordre exactement r.

cosf —sinf

Définition 8. Pour 0 e R, onnoteRy =| .
sinf cosO

) € GLy(R) la matrice de la rotation plane
d'angle 0.

21. Dans le cas ou 8 n'est pas congru a 0 modulo 7, déterminer le polynéme minimal de Ry

P . [0 -1
et en déduire que Rg est semblable a (1 2cos 9).

22. Soit A € GLi(R) une matrice d’ordre fini. Justifier que le polyndme minimal p4 de A est
de la forme
pa=(X-1)"(X+1)*Py,---Py,
ol & et €2 sont des éléments de {0,1}, Py, = X?-2cos (0;)X + 1 etles 6; sont des éléments
de 27Q\ 17 qui sont deux a deux distincts.

23. Soit A€ GLi(R). Montrer que A est d’ordre fini si et seulement si A est semblable a
une matrice diagonale par blocs de la forme

Diag (It,,~It,, Rg,,-.., Ro,s--, Ro -+, Ry, ),

ot chaque bloc Ry, apparait ¢ fois, avec k = ki + k2 + 2001+ + ﬁq) etles 0; sont des €lé-
ments de 27Q\ 7Z qui sont deux a deux distincts. Certains blocs peuvent ne pas apparaitre
dans cette écriture.

24. Soit A € GLi(R) une matrlce d ordre fini. En gardant les notations de la question précé-

dente, et en écrivant 0 = Zﬂb— ou a; et b; sont premiers entre eux, exprimer I'ordre de A

i
en fonction des b;.

Indication : on pourra distinguer les cas ky > 0 et kp = 0.
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25. On considere le cas k = 2. Montrer que A est d’ordre fini si et seulement si A est semblable

1 0 .
a (0 _1) ou a une matrice Ry avec 0 € 21Q).

26. Montrer que pour tout r € N*, il existe une matrice de GL,(R) d’ordre exactement r.
27. Soit G un sous-groupe fini de GL, (R).
(a) Pour u et v des éléments de R?, on pose

1

(u,v)g = Gl Y (Au, Av),

AeG
oil (-,-y désigne le produit scalaire canonique de R?. Montrer que () -)G est un produit
scalaire sur R? et que pour tout u et v de R? et pour tout Ade G, ona (u,v); = (Au, Av),..

(b) On note SI'élément de M5 (R) qui est la matrice du produit scalaire (', ) G dans la base
canonique de R?. Justifier qu'il existe P € GLy(R) telle que S = P’P, puis montrer que
pour tout A€ G,ona PAP™! € 0y(R).

Ainsi, le sous-groupe G est conjugué — en conséquence isomorphe — a un sous-groupe de 02 (R).

28. On note SO2(R) le sous-groupe de O, (R) constitué des matrices de déterminant 1, qui sont
les matrices de rotation plane. Montrer que si G est un sous-groupe fini d’ordre n de SO, (R),
alors G est un groupe cyclique, engendré par la matrice Rex.

29. Soit n un entier naturel non nul. On considere le sous-groupe D, de O;(R) engendré par
les matrices

c S(Zﬂ) s'n(zn)
os|—| -—sin[—
1 0
A=Ry = ,(2n) (27:) ’ B‘( )
S| — COoS| —
n n

Dp=1{ly,A,...,A" ', B,BA,...,BA" '}

Montrer que 'on a

Indication : on pourra d’abord montrer que AB = BA™L.

Définition 9. Ce groupe D, est appelé n-ieme groupe diédral.

30. Dans cette question, G est un sous-groupe fini de O, (R) non inclus dans SO, (R).
(a) Montrer que GNSO2(R) est un sous-groupe d’indice 2 de G.
(b) Montrer que G contient une matrice de la forme

_[cos(8)  sin(0)
0= \sin@®) -cos®))’

ol1 0 est un nombre réel.

0 -1
(d) Endéduire qu'il existe un entier n tel que G est conjugué dans SO, (R) au groupe diédral
D,.
Ainsi, tout sous-groupe fini de GL»(R) est isomorphe, soit a un groupe cyclique L, 7, SOit
a un groupe diédral D,,.

(c) Montrer qu'il existe P € SO»(R) telle que P~ Sy P = (1 0 )
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31.

32.

33.

34.

V. Matrices rationnelles d’ordre fini

Soit A € GL(Q) une matrice d’ordre fini. Par conséquent, il existe un entier n de N* tel
que A" =1;. Justifier que le polyndme minimal @4 de A est de la forme

pa=Dg, - Dg,

ol g > 1 etles d; sont des entiers 2 a 2 distincts qui divisent 7.

Justifier que A est semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme
Diag(C@dl ,...,Cq)d1 ""'C‘Ddg""’c‘l’dq)’

ol chaque bloc Cyp a; ©st présent ¢; fois, avec ¢; la multiplicité de ®4; dans le polynome
caractéristique de A.

(a) Justifier que pour tout entier naturel non nul d, I'ordre de la matrice Co, dans le groupe
multiplicatif GL(Q) est d.

(b) En déduire que A€ GLi(Q) est d’ordre fini si et seulement si A est semblable a
une matrice de la forme

Diag(Cay s+ Cayyre-+r Caogyre- o Cag, ),

oti chaque bloc Co,, est présent ¢ fois et £1¢(d1) + -+ + £ qp(dg) = k.
(c) Lorsque A € GL;(Q) est d’ordre fini, exprimer son ordre en fonction des entiers d;.
(d) On prend k = 4. Exhiber une matrice A € GL4(Q) d’ordre 12.

(e) Montrer que I'ordre maximal d'une matrice A de GL;(Q) est inférieur ou égal a

PPCM {m, ¢p(m) < k}.

Dans cette question, on fixe k = 2.

(a) Montrer que A € GL,(Q) est d’ordre fini si et seulement si A est semblable a 'une des 6

matrices
1 0 -1 0 1 0 0 -1 0 -1 0 -1
o 17 {o -1 \o -1)7 \1r -1)> \1r o) \1 1)
On précisera l'ordre de chacune de ces matrices.

(b) Soit G un sous-groupe fini de GL,(Q). En s’appuyant sur les résultats de la quatriéme
partie, montrer que G est isomorphe a I'un des groupes suivants :

{12 }, Z/ZZr Z/SZ) Z/4Zr Z/GZr DZ) D3) D4, DB'



8 Ch. 1- 2025 Epreuve 1 - Enoncé

VI. Matrices d’ordre fini dans GL, (Z/ pZ)

Dans cette partie, on fixe un nombre premier p et on considére le groupe GL; (Z/ pZ)' On rappelle
que l'on peut faire agir le groupe GL, (Z/ pZ) sur lui-méme par conjugaison en posant
P-M=PMP™}; ainsi, lorbite ©); de M est alors sa classe de similitude et son stabilisateur est
stab(M) = {P e GLy (%/,7) | PMP™ = M}.
On a alors I'égalité de cardinaux
Z
|GL2 ( 7] pZ) ‘
| Stab(M)|
35. Déterminer le cardinal de GL; (Z/ pZ)'

=10pml.

36. Soit M € GL» (Z/ pZ)' Justifier que I'algébre (Z/ pZ) [M] des polynémes en M a coefficients
dans Z/pZ est de cardinal 1, p ou p?.
37. En déduire que 'ordre de toute matrice de GL, (Z/ pZ) est majoré par p2 -1
38. Soit M € GL, (Z/pZ)- On suppose dans cette question que le polynéme minimal de M est
de degré 2.
() Justifier que Stab(M) = (Z/ ) [M]nGL (Z/ )
pZ 2\ /' pZ)
(b) Montrer que si M € GL, (Z/pZ) n'admet pas de valeur propre dans Z/pZ’ alors on a
I'égalité | Stab(M)| = p* - 1.
(c) Montrer que si M admet une unique valeur propre dans L, o alorsona
|Stab(M)| = p* - p.

A partir de maintenant et jusqu'a la fin du sujet, on prend p =3 et on détermine les ordres
des éléments de GL, (Z/3Z), ainsi que le nombre de matrices ayant un ordre donné.

39. Justifier que les ordres possibles pour une matrice de GL; (Z/3Z) sont1,2,3,4,6et8.
40. Eléments d'ordre 6.
(a) Justifier que le polynome X8 — 1 est scindé dans Z/gz.

(b) En déduire que M € GL, (Z/?)Z) est d’ordre 6 si et seulement si M est semblable
(-1 1
2 ( 5 _1).
(c) Dénombrer les matrices d’ordre 6.
41. Eléments d’ordre 3. Adapter la méthode de la question précédente.

42. Eléments d’ordre 8.
(a) Montrer que la décomposition en facteurs irréductibles de X% — 1 dans (Z/gz) [X] est

X8-1=(X-1)(X+1)(X*+1)(X*+ X +2)(X* +2X +2).
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(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme minimal d'une
matrice de GL, (Z/SZ) pour qu’elle soit d’ordre 8.

(c) Exhiber alors une matrice M € GL» (Z/gz) d’ordre 8.

(d) Dénombrer les matrices d’ordre 8.

43. Eléments d'ordre 4. Adapter laméthode de la question précédente.
44. Eléments d'ordre 2.

1 0
(@) Justifier qu'une matrice d’ordre 2 autre que —I est semblable a M = ( 0 — 1).

(b) Déterminer | Stab(M)| et en déduire le nombre d’éléments d’ordre 2 dans GL, (Z/3Z).

— FINDU SUJET ———
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Exercice préliminaire 1

1. On suppose qu'il existe un morphisme d’algebres 8,, de K[X] vers End(E) tel que 8,(X) =
d

Soit P = Z aka e K[X] ou d e N et ay,...,aq € K. Alors, par définition d’'un morphisme
k=0
d’algebres, on a

d d d
04(P) =0, (Z aka) =Y @0,(x* Z (0,())" Z apuk.
k=0 k=0 k=
Il n'y a qu'une seule image possible pour chaque P € K[X], ce qui prouve (sous réserve

d’existence) 'unicité de 6,,.

Réciproquement, pour tout polynéme P = Z apX* € K[X] avec d € N et ay,...,ay € K,
k=0
on pose 6,(P) = Z aku On vérifie que cela définit un morphisme d’algébres de K[X]
k=0
dans End(E).

o Tout d’abord, End(E) étant une algebre, 6,, est bien a valeurs dans End(E).
e 0,(1)=u’ =Idg.
o Pour tous polynémes BQ € ]K[X Jettout A € K, en prenant d un entier supérieur a deg(P)
et a deg(Q) et en notant P = Z arXxFetQ= Z b X* avec ag, by, ..., az, by €K, on a
k=0 =

d
0.(AP+Q) =) (Aax+br)u _/12 apu® + Z bru® = 20,(P) +6,(Q).
k=0 k=0

¢ Avec les mémes notations,

0,(PQ) = i(zakb )z(z b) (z) (Zb)

k=0\j=0

donc 6,(PQ) =0,(P)26,(Q).
Ceci achéve de démontrer que 8, est un morphisme d’algebres. Par définition, 6,(X) = u.
On a donc bien existence et unicité de 6,,.

Commentaire
Dans ces questions ol I'on cherche a prouver existence et unicité, il est trés souvent
pertinent de commencer par 'unicité, car lors du raisonnement par analyse-synthese,
la démonstration de I'unicité va permettre de trouver 'expression de 1'objet recherché
etiln’y a ensuite plus qu’a vérifier que cette expression convient pour justifier I’existence.
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Commentaire
Le fait que pour une K-algebre B et b € B, il existe un unique morphisme ¢;, d’algebre
de K[X] vers B vérifiant ¢, (X) = b est un résultat classique, conséquence de la propriété
universelle des algebres. On appelle ¢, le morphisme d'évaluation en b.

Il ne s’agit cependant pas d’'un résultat trivial et puisqu’il s’agit d’'une question visiblement
typée « question de cours », il faut ici détailler le raisonnement pour mettre le correcteur
en confiance des la premiere question.

2.

3.

Puisque 8, est un morphisme d’algebres, c’est en particulier une application K-linéaire.
Or K[X] est un K-espace vectoriel de dimension infinie, alors que End(E) est de dimension
finie, a savoir dim(E)z, E étant de dimension finie. Donc 8, n’est pas injective.

Comme 8, est un morphisme d’algébres, c’est en particulier un morphisme d’anneaux.

Commentaire
Le noyau de tout morphisme d’anneaux est un idéal de I'anneau de départ.

On rappelle ci-apres la définition d'un idéal et de deux types d’idéaux particuliers.
* Dans un anneau commutatif unitaire A, on dit qu'une partie I de A est un idéal si:
(i) (I,+) est un sous-groupe de (A4, +),
(i) pourtoutxelettoutac A, a-xel.
* Unidéal I est dit
- premier sil # Aetquepourtoutx,y€ A, x-y€l = xelouyel.

- principal s'il existe x € I tel que I =xA={x-a|ac A}.

Le noyau de 8, constitue donc un idéal de K[X]. Or K[X] est un anneau principal, a sa-
voir que chacun de ses idéaux peut-étre engendré par un seul élément. On note P, € K[X]
I'élément tel que Ker(6,) = P, K[X]. Alors P, n’est pas nul, sans quoi le noyau de 8, serait
réduit a {0k x|} et 'application 6, serait injective, ce qui est impossible d’apres la question
précédente. En divisant P, par son coefficient dominant, ce qui est possible car K est un
corps, on obtient un polynéme y, unitaire tel que Ker(8,) = u,K[X], et pour tout P € K[ X],

0,(P)=0 < PeKer(,) < Peyu,K[X] < u,divise P

I reste a justifier I'unicité de . On suppose qu’il existe un autre Q, € K[X] unitaire tel que
pour tout polynéme P € K[X], on ait 8,,(P) = 0 si et seulement si Q,, divise P. On a alors
en particulier que Q,, divise y, et que y, divise Q,, ce qui implique que deg(Q,) = deg(u,)
et donc qu'il existe A € K tel que Q, = Au,. En observant que les coefficients dominants
de Q, etde y, sont égauxa 1, on obtient A = 1 et donc Q, = ;. D’oll'unicité de p,,.

. Si u est 'endomorphisme nul, alors I'algebre K[u] est réduite a 'endomorphisme nul,

le polyndme minimal de u est 1, de degré 0, et la famille vide est bien une base de K[u].
Si u n’est pas I'endomorphisme nul, on commence par remarquer que comme les poly-
ndmes constants non nuls ne sont pas annulateurs de u, alors deg(u,) > 1.

On montre que la famille (Idg, u, ..., ud_l) est libre.
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d-1 d-1

Soient Ag, ..., Aq_1 € K tels que Y Aruf = 0. Autrement dit, en notant P= Y A; X, on ob-
k=0 k=0

tient que 6,(P) = 0. D’apres la question précédente, u, divise alors P. Or P est de degré

strictement inférieur a 1, ce qui implique que P =0, etdoncque Ag=---=A4-1 =0.

La famille (Idg, u, ..., ud_l) est donc libre.

Soient P e K[X] et w = P(u). On note respectivement Q et R le quotient et le reste
de la division euclidienne de P par ,. On a alors

w=P(u) = Q(u) oy (1) + R(u) = Q(u) o Oy + R(1) = R(uw).

Comme deg(R) < deg(y,) = d, alors R(u) € Vect(Idg, u,...,u?™!). On en déduit ainsi
que w € Vect(Idg, 4,..., u%™1) et donc K[u] c Vect (Idg, u,..., u™"). Linclusion réciproque
est évidente, donc K[u] = Vect (Idg, u, ..., u® ') et (Idg, u,..., u?"1) est génératrice de K[u].

d—l)

Finalement, on a bien montré que (I1dg, 4, ..., u est une base de K[u].

Commentaire
Pour montrer le caractere générateur, on peut aussi procéder par récurrence forte en mon-
trant que YneN, u" € Vect(Idg, u,..., ud_l).
Le résultat est évident pour n € [0,d — 1].
Soit 7 € N tel que pour tout k € [0, 2], on ait u* € Vect (Idg, u, ..., u®™1).
D'apres la question précédente, 6, (X" 1"%u,) =0, ie " "4y, w) = 0.
Comme pu, est de degré d, le polyndbme X"“_duu est de degré n + 1 et on en déduit
que u"*! est une combinaison linéaire de u° -1
par hypothése de récurrence. Donc u"*! € Vect (Idg, u,...,u
Ceci termine la preuve de I'hérédité et on conclut comme précédemment.

,...,u", qui sont dans Vect(IdE, Uy, U
d—l)

Commentaire
L'énoncé rappelle a ce moment le théoréeme de Cayley-Hamilton. On en profite pour men-
tionner les autres résultats fondamentaux de réduction concernant le polyndéme minimal :

* Les valeurs propres sont exactement les racines du polyndme minimal. Autrement dit,
le polyndme caractéristique et le polynome minimal ont les mémes racines.

* Unendomorphisme (ou sa matrice) est diagonalisable si et seulement si son polynome
minimal est scindé a racines simples.

* Un endomorphisme (ou sa matrice) est trigonalisable si et seulement si son polynome
minimal est scindé. C’est toujours le cas lorsque le corps de base est algébriquement
clos, comme C.

Exercice préliminaire 2

5. Soit k € [1, n]. Alors, en utilisant le théoréme de Bézout,
k est premieravecn <= ilexistea,beZtelsque ak+bn=1
< ilexiste acZtel que ak =1 [n]

< laclasse de k est inversible dans 2/, ;.
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Comme l'intervalle d’entiers [1, n]] fournit exactement un représentant de chaque classe
de Z/nZ’ alors il y a autant d’inversibles de Z/nZ que d’entiers de [1, n] premiers avec n,
et donc la valeur de ¢(n) est bien égale au nombre d’éléments inversibles de 2/, .

Analyse d’un extrait de copie
LD EALE PN AN RPN NN
Sl puimivn aiee n alors. Lz%uaéi@%%mmaﬁggm&
30,,‘5-674 cu«;, e bha & [Tl Ba,én WESTISE
&k wvv\o«éfc Lo, 74/»»74
Punat | Q)= 2 %2

L'idée est comprise mais la rédaction souffre de plusieurs problemes :

* Lenchainement «si ... alors ... <= ...» est une erreur de logique, en plus d’étre gram-
maticalement incorrect. Si ’on souhaite raisonner par équivalences, on ne doit pas
commencer par une supposition.

* Largument manquant, a savoir que [1,n] fournit exactement un représentant de
chaque classe de Z/ 7, estimportant. Léquivalence serait aussi vraie pour k € [1,42n],
mais on ne pourrait pas en déduire ¢(n).

On peut en revanche remarquer 'usage pertinent de la notation (Z/nz) pour désigner
le groupe des inversibles de Z/nZ

. Soient p un nombre premier et & € N*. Les entiers de [1, p*] qui ne sont pas premiers

avec p“ sont ceux qui ont un facteur premier commun avec p%, c'est-a-dire ceux qui sont
multiples de p puisque p est premier. Il y a ainsi P p®~! entiers de [1, p%] qui ne sont
pas premiers avec p“, et donc ¢(p®) = p* - p* L.

On commence par traiter le cas n = 1 : onremarque que ¢(1) = 1. Puis pour tout entier n > 2,

d’apres le théoréme de décomposition en facteurs premiers, il existe r € N*, des nombres

;

premiers distincts py, ..., pr et des entiers strictement positifs ay,...,a, telsque n = l_[ p?i.
i=1

Comme les p; sont deux a deux distincts, les p; % sont deux a deux premiers entre eux

et on en déduit par multiplicativité de la fonction ¢ que

r r
wm=¢@1wjznwwm
i=1 i=1

11 s’agit d'un produit d’entiers strictement positifs. Ainsi ¢(n) < 2 si et seulement si pour
touti € [1,7], ¢(p;') =1, sauf éventuellement un des facteurs qui vaut 2.

Selon la question précédente, pour tout i € [1,7], on a (p}*) = p{' - p‘.’”_l =pi Y(pi-1).
On résout alors (p(p ) =1, ie p* 1(p 1)=1. Comme p >2,alorsa—-1=0,ie a=1.

Etp-1=1= p=2. Finalement, comme ¢(2) = 1, alors on obtient ¢(p*) =1 < p* =2.
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On résout ensuite ¢(p®) =2, i.e. p* ' (p—1) = 2. Deux possibilités :

e Sip—1=2,iep=3, alorsa—1=0,ie a=1, etfinalement p*=3.

e Sip—1=1,iep=2, alorsa—1=1,ie a=2, etfinalement p* =2% =4,
Finalement, comme ¢(3) = ¢(4) = 2, alors on obtient p(p%) =2 < p%=3ou p® =4.
En conclusion, 1 est solution triviale de ¢(n) < 2, les solutions de la forme p“ sont 2, 3 et 4,
et la seule autre solution que 'on peut reconstruire par multiplicativité, avec n = pfl pg‘z
ot p{" et p,? sont premiers entre eux et tels que @(p]') =1 et p(p,?) =2 est n=2x3 =6.
Finalement I'ensemble des solutions de I'inéquation ¢(n) < 2 est donné par {1,2,3,4,6}.

I. Décomposition de X" — 1 en produit d’irréductibles

2ikm
8. Pour k€ [[1,n],ona w’,j =e » etles complexes obtenus sont deux a deux distincts puisque
leurs arguments sont des éléments deux a deux distincts de ]0, 271]. Or wﬁ est une racine
n-ieme de I'unité, donc X — w’,j est un facteur irréductible (car de degré 1) de X" —1. Cela

donne n facteurs irréductibles distincts de degré 1 de X" — 1, polyndome unitaire de degré n.
n

On a donc trouvé tous les facteurs irréductibles de X" -1 et finalement X" -1 = [ | (X —a)’,i).
k=1
Ainsi X" -1 possede n racines distinctes, toutes de multiplicité 1, il est bien a racines simples

dans C.
9. (@ Dans[R, il ya deuxracines n-iemes de 'unité si n est pair (1 et —1) et une seule si n est

impair, a savoir 1.

(b) Onremarque grace ala formule d’Euler que

Pp=X2— (e“" +e_ie) X+elle 0= X2 _2cos@)X +1.

Py est bien dans R[X]. Comme 6 n’est pas multiple de 7, el? et e ¥ ne sont pas réels.
Py est donc un polyndme réel de degré 2 sans racines réelles, ce qui justifie bien
qu’il est irréductible.

Analyse d’un extrait de copie

—

A
et
¢

¥ l" | i‘ - ) / ( "}
L i {/ ) / . L5 -
Eon {,1,‘{,,/(/;0&14/4.. Lo | Y /Mvuqﬁ; A L_'/vbé,(dq‘ A

L) 23

F.:,/: X =(¢e +e /)‘)’\,4'1 | K = ?,{,‘ao[(g‘k) X ff.l

T A

y ) T AR T o 7 o B s ,
Aol [ ot plin. O Qs:'e}“/}vuzu@ Aoels : (omame | LL W A o= |2
_ o i “q el . pg iy} g x,—; |
4N/ / « f - Y, 4 4
NOCnLs NLMRD | N ook imiola ¢ Lzl‘{z Lons [R L,X:i .

Lirréductibilité du polyndme n’est pas bien justifiée par le candidat pour deux raisons :
* Il faut rappeler que 0 n’est pas multiple de 7 pour bien justifier que les racines ne sont
pas réelles.

* Le fait que Py soit de degré 2 est crucial. En effet, un polyndme de degré 3 ou plus sans
racine réelle n’est jamais irréductible dans R[X]. Par exemple, X* + X> +3X? + X + 2
n’a pas de racines réelles, mais se factorise en (X* +1)(X% + X +2).
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(c) Sinestimpair, en posantr = —— ona grace ala question 8 et au changement d’indice
Jj = n—k dans le second produit, que
r n-1
x-1= (1 _w,g))( [T (x-of) (x- )
k=1 k=r+1
r r r 2ikn _ 2ikn
= (X =) TT (x-of) || TT (X -ei’) | = (x =D T (x =™ )(x e~
k=1 j=1 k=1
r 2kn
=(x-1)T] (XZ—ZCOS(—)X+ 1
k=1 h
n-1 2k | . . L
Pour tout k € |[1, T]] ,comme — n’est pas entier, alors la question précédente assure
n
2kn
que X2 —-2cos (—)X +1 est irréductible et on a bien obtenu la décomposition en
n
facteurs irréductibles de X" — 1 dans R[X].
n
Si n est pair, on procede de maniere similaire pour obtenir que, en posant r = —, on a
la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] suivante :
- 2knm
X"—1=(X-1)(X+1) H ( —2cos(—)x+1).
o] n
10. (@) On raisonne par double implication.

Si n et m sont premiers entre eux, d’apres le théoréeme de Bézout, il existe a, b € Z tels
que an+ bm = 1. Ainsi pour tout k € [1,n—1],

m

bk 2ibkmmn 2ik(1-am)n 2ikn
(@)

=e n =e n ZET¢1.

Donc (wnm)k # 1. De plus, on a (w)" = 1, donc ! est un élément d’ordre n de Uy,
et comme U, est cyclique d’ordre n, alors w)' engendre bien U,,. C’est donc une racine
primitive de I'unité.

Pour la réciproque, on procede par contraposition. Si n et m ne sont pas premiers entre
eux, alors ils ont un diviseur commun d > 2. En notant k = g etk'= %, onak<net

2ikmn 21:1”” _ 2ik'm

Ainsi 0] n’est pas d’ordre n, donc n’engendre pas U,,. Ce n’est pas une racine primitive
de I'unité et on a bien démontré I'équivalence demandée.
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Analyse d’'un extrait de copie

" ,_-——z T,E:_’" A T\'m_

IC10) D i ebim sonk premiovocubie tun, ona (W= 577 = ¢ I
alenc| ol wi’&'&mﬁwm}mw U Cleblune noacime. mn-dicmme
primibioee ole | L snikes.

i

N

& % wr%%mwwwﬁme%-m de & uniks ol f;mw(zm}
hdn (W) F1 oot -c-slie €27 Ty obdene By

* Dans la premiére implication, w! = 1 ne suffit pas a justifier que 'ordre de w, est n,

mais seulement qu'il est au plus n (et plus précisément que c'est un diviseur n).
C’est pour cela qu'il est important de préciser que a)l,i n'est pas 1 pour k < n, et donc
que l'ordre de w; ne peut pas étre strictement inférieur a n.

* Dans la seconde, le candidat passe trop rapidement sur I'implication suivante :

km .
Vke[l,n—-1], — ¢Z = m et nsont premiers entre eux.
n

Le correcteur peut avoir 'impression que le candidat essaie de masquer qu’il n'a pas
totalement compris le raisonnement et pénaliser une telle rédaction.

(b) D’apres la question 8, les racines n-iémes de I'unité sont les wfl pour k € [1, n]. La ques-
tion précédente justifie que celles qui sont des racines primitives n-iémes de l'unité
sont celles pour lesquelles k et n sont premiers entre eux. Il y a donc autant de racines
primitives n-ieémes de I'unité que d’entiers de [1, n] premiers avec n, c’est-a-dire ¢(n).

11. (a) Pour tout entier d € N qui divise n, on note k l'entier tel que n = kd. Ainsi pour
tout we Ay, ona w" = (wd)k =1%=1, desorte que weU,. D'ou UAzcU,.

din
Réciproquement, si w € Uy, alors d’apres le théoréme de Lagrange, 'ordre de w divise n,
l'ordre de U,. Donc w est d’ordre d pour un certain entier d qui divise n. Ainsi w
est une racine d-iéme de l'unité et comme w est d’ordre d, alors elle engendre Uy,
c'est-a-dire que w € Ay. Onen déduit que U, < | JA, etfinalement | JA;=T,.
din din
Lordre d'un élément étant unique, les ensembles A, sont deux a deux disjoints.

Ainsi d’apres la question 8,

xt-1= T (v-0)=T1[ IT (x-0.]

wel, din \wely
Enfin d’apres la question 10, les éléments de A4 sont les w};’ avec m € [1,d] et m et d
premiers entre eux. On en déduit donc que

[T (x-w)= [T (X-07) =2,

weha

ce qui finalement aboutita X" -1 =[ [ ®,.
din
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(b) On détermine ®,, pour chaque n € [1,6]:

1 est 'unique racine premieére de 1. Donc ®; = X —1.
Les racines carrées de 1 sont 1 et —1, et seule —1 est primitive. Donc @3 = X + 1.

Les racines cubiques de 1 sont 1, j = eT et j? =7, etseules j et j* sont primitives.
Donc @3=(X-j)(X-j)=X*+X+1.
Les racines quatriemes de 1 sont 1, —1, i et —i, et seules i et —i sont primitives.
Donc @4 = (X —i)(X+i)=X*+1.
On aurait aussi pu remarquer que (X —1)(X +1)(X*+1) = X* — 1 = @, ®, ®4 pour
en déduire que @4 = X% +1.
Les racines cinquiemes de 1 sont les e’s" pour k € [0,4], toutes primitives sauf 1.
5 2ikn 2 27 2 47

Donc @5 = [ (x-e")=(x —2003(?)X+1 be —Zcos(?)X+1 :

k=1
En remarquant que X° -1 = (X - 1)(X* + X* + X* + X + 1), on obtient de surcroit
Vécriture @5= X"+ X3+ X*+ X + 1.

5in i

in 5im
Lesracines sixiemesde 1 sont1,e3, j, -1, jz, e 3 ,etseuleses ete s sontprimitives.
in 5im /A
Donc ¥ = (X—e?) (X—eT) =X2—2cos(§)X+l =X2-X+1.

(c) Si B est constant (donc égal a 1 car unitaire), alors on peut prendre R = 0 et Q = A. Pour
faciliter la suite de la démonstration, on décide d’utiliser la convention deg(0) = —oco
(trés répandue), de sorte que le cas R = 0 soit inclus dans la condition deg(R) < deg(B).

On suppose désormais que B n’est pas constant, de sorte que dp = deg(B) > 1.

On proceéde par récurrence sur le degré de A. Pour tout d € N, on pose H : « Pour tout
polynéme A de degré inférieur ou égal a d, alors il existe un couple (Q,R) € Z[X ]2 tel
que A= QB+ Retdeg(R) <deg(B).»

Initialisation: Sid < dp, i.e. deg(A) < deg(B), alors on peut prendre Q =0 et R = A.

On abien Q et Rdans Z[X] et deg(R) = deg(A) < deg(B).

Hérédité: Soit d € N fixé avec d > dp — 1. On suppose que Hy est vraie.

Soit A de degré d + 1. Alors deg(A) =d +1 > dp = deg(B).

d+1 dg
Onnote A= Y apX*avecaz.1 #0et B= ) bpX" avec by, =1 car B est unitaire.
k=0 k=0

On définit Q; = ad+1Xd+l_dB. Alors A et —Q1 B sont de méme degré et ont des
coefficients dominants opposés. Donc A — Q; B est de degré inférieur ou égal a d.
Par hypothese de récurrence, il existe Q» et R des polyndmes de Z[X] tels que

A-Q1B=Q2B+R et deg(R)<deg(B).

On a donc
A=(Q1+Q2)B+R et deg(R)<deg(B),

avec Qp + Q2 € Z[X], ce qui démontre que H,;, est vraie.

Conclusion : Par récurrence, pour tout polyndme A il existe des polynémes Q et R

a coefficients entiers tels que A= BQ + R et deg(R) < deg(B).
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Commentaire
On ne peut pas se contenter de répondre qu’il s’agit de la division euclidienne dans Z[X].
En effet, la théorie classique de la division euclidienne ne s’applique que lorsqu’on I'effec-
tue dans K[X], ot K est un corps.
Dire qu’il s’agit d'un cas particulier de division euclidienne dans R[X] ou C[X] n’est pas
suffisant non plus, car ceci ne justifie pas que les polyndmes Q et R obtenus sont a coeffi-
cients entiers.

(d) On procede par récurrence forte. Pour tout n € N*, on pose Hy, : « @, est un polynéme
unitaire de Z[X]. »
Initialisation: Comme vu ala question 11.b, ®; est unitaire et dans Z[X].
Hérédité: Soit n € N avec n > 2. On suppose que Hj est vraie pour tout k € [1,n—1].
D’apres la question 11.a, on a
X"-1=®,B avec B=[]®,.

din
d<n

Par hypothese de récurrence, B est un produit de polyndmes unitaires et a coef-
ficients entiers, donc est lui-méme unitaire et a coefficients entiers. La question
précédente assure alors de I'existence de Q et R dans Z[X] tels que X" —1=QB+R
avec deg(R) < deg(B). On en déduit que ®,B = QB + R, et donc que R = B(®,, - Q).
En passant aux degrés, on a deg(R) = deg(B)+deg(®,—Q). Comme deg(R) < deg(B),
celaimplique que deg(®,— Q) <0, c’est-a-dire que ®,— Q = 0. Ainsi ®,, = Q € Z[X],
et comme X" — 1 est unitaire, alors Q est unitaire, ce qui finit de démontrer H,,.

Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N*, @, est un polyndome unitaire de Z[X].

Commentaire
Bien que 'énoncé ne demande pas de montrer que le polyndme ®,, est unitaire, il est
nécessaire de l'introduire dans la récurrence afin de pouvoir appliquer la question 11.c,
qui requiert que le polyndme par lequel on divise soit unitaire.

12.

13.

II. Un lemme sur les matrices d’ordre fini

Comme A est d’ordre r, alors A" = I, de sorte que X" —1 est un polyndme annulateur de A.
1l s’agit donc d'un multiple de p4, polyndme minimal de A. Or X" —1 est scindé a racines
simples sur C, donc p4 est également scindé a racines simples et on en déduit que A est
diagonalisable sur C. De plus, ses valeurs propres sont toutes des racines de X" — 1, donc
ce sont des racines de 'unité.

On sait que pn divise X" — 1, donc p4 se décompose dans K[X] en un produit de fac-
teurs irréductibles, qui sont des facteurs irréductibles de X" — 1 dans K[X]. Ces facteurs
sont nécessairement deux a deux distincts, sans quoi p4 aurait une racine double dans C,
ce qui contredit le fait que u4 soit scindé a racines simples obtenu dans la question précé-
dente. Enfin, les facteurs irréductibles de 4 dans K[ X] peuvent étre choisis unitaires car pi 4
est unitaire par définition.
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III. Endomorphismes cycliques et décomposition
de Frobenius

14. On procede par récurrence. Pour tout 72 € N*, on pose Hy, : «SiP = X"+ ap_1 X" ' +---+ ay
avec ay, ..., ap—1 € K, alors le polynéme caractéristique de Cp est P ».

Initialisation: Pour n =1, on a Cp = (—ay), dont le polyndome caractéristique est X + ap,
c'est-a-dire P.

Hérédité : Soit n € N* tel que H,, soit vraie.
Soient ay,...,a, € Ket P= X"+ q, X" + a,_1 X" ' +---+ ay. Alors en développant
le déterminantde X1I,+1—C, parrapport ala premiere ligne, on obtient

X 0 ... 0 ap
-1 X a
xer=1o , déterminant de taille n+ 1,

f X ap

0 0 -1 X+ay,
X 0 0 a -1 X 0 0
-1 X as 0 -1 X

=X|o 0 +(=1D)""2ay 0

: X  ap : -1 X
0 0 -1 X+a, 0 0 -1

ol ces deux déterminants sont de taille 7.

Le second déterminant est triangulaire supérieur, donc il vaut simplement le produit
des éléments diagonaux, a savoir (—1)".
Pour le premier, en posant Q = X" + a, X"~ +--- + a1, on reconnait qu’il s'agit de XcCo-
Comme Q est unitaire et de degré n, alors par hypothése de récurrence, on a y ¢, = Q.
D’ou
n n
Xer = XxQ+ (-1 2ap= X"+ Y arX¥+ag=X""+ Y arxF =P

k=1 k=0

On en déduit que Hj,; est vraie.

Conclusion: Par principe de récurrence, si P est un polyndme unitaire de K[X], alors
le polyndme caractéristique de Cp est donné par P.

Commentaire
Les matrices compagnons peuvent servir a démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton
comme cela est fait dans I’exercice préliminaire de I'Epreuve 1 de 2022.
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15. (a)

(b)

(©

On montre que I, est un idéal non trivial de K[X]. Naturellement, I, contient le poly-
nome nul. Et pour P et Q dans I, ona (P - Q) (u)(x) = P(u)(x) — Q(u)(x) =0 — 0g = O,
donc P — Q € I. Ainsi I, est un sous-groupe additif de K[X]. De plus, pour R € K[X],

(RP)()(x) = (R(w) o P(1))(x) = R()(P () (x)) = R(1)(0E) = OF.

Donc RP € I et on a bien montré que I, est un idéal de K[X]. Enfin, pu, (1) = Ognaes)
donc I contient py,, non nul, ce qui montre que I, n'est pas réduit au singleton {0y}
Comme K[X] est un anneau principal, il existe i, € K[X] tel que I, = p, K[X] et uy #0
puisque I, n’est pas I'idéal nul.

Aussi, on peut supposer p, unitaire, quitte a le diviser par son coefficient dominant.
Lunicité de u, s'obtient de la méme maniere qu’a la question 3 : deux polynémes qui
engendrent I, se divisent mutuellement, ce qui ne peut se produire que s'ils sont égaux
puisqu’ils sont unitaires. Enfin, on a vu précédemment que p,, € I, donc py | ty,.
Comme les P; sont irréductibles et deux a deux distincts, alors les Pl.mi sont deux a deux
premiers entre eux, donc d’apres le lemme des noyaux, on a

q q
DKer (P w) = Ker(( I P{”")(u)) = Ker (1 (w).
i=1 i=1

q
Comme (1, (1) = Opndg), alors on a Ker (u, (1)) = E et finalement E = @) Ker (Pimi (u)).
i=1
Enfin, puisque © commute avec tout polyndme en u, pour tout x € N;, on a

P @) () = u( P ()(x) = u(0g) = 0,
donc u(x) € N;, ce qui prouve bien que les N; sont stables par u.
Pour tout i € [1, q], on a N; = Ker (le" (u)), donc Pim" est un polyndme annulateur de u;
et on en déduit, comme p,,, et P; sont unitaires, que iy, | Pl.m" . Ainsi P; est le seul facteur
irréductible de f,,,, qui est donc de la forme P¥, avec k € [0, m;]. S'il existe un j € [1, q]
pour lequel g, = P]’? avec k < mj, alors le polynome P} ---Pm"'lP]"chf+1 -~-P;"”’ est

j-1 j+1
un polynéme non nul, de degré strictement inférieur a y,, et annulateur de u puisqu’il

annule tous les endomorphismes induits sur les sous-espaces N;, pour tout i € [1,q].
Ceci contredit la minimalité du degré de p,,. Ainsi pour tout i € [[1, ], on a k = m;, d’olt

Hu; = P;ni'
Pour tout i € [[1, ] et tout x € Nj, d’apres la question 15.a appliquée & N;, on sait que gy
divise p,,, donc que py est de la forme Pim’“ avec my € [0,m;]. Si pour tout x € Nj,
on avait m, < m; —1, alors le"*l serait un polyndme annulateur de u;, ce qui contrarie

la minimalité de y,,,. Donc pour tout i € [1, q], il existe x; € N; tel que py, = Pl.mi = Uy;.

q
On définit x = Z x;. On sait que py | uy, d’apres la question 15.a. De plus py (1) (x) = 0g,
i=1
donc par linéarité de u, on a

q
> px(u)(x;) =0g.
i=1
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Comme les (N,-)ie[[l,q]] sont stables par u, alors pour tout i € [[1,¢q], ux(w)(x;) € N;.

Puisqu'ils sont par ailleurs en somme directe, on en déduit que pour tout i € [1,4],
tx(u)(x;) =0, etdonc que py € Iy, ce quidonne iy, | iy, asavoir Pl.m" | tx.

Enfin, puisque les polynomes (P;) sont premiers entre eux dans leur ensemble,

q ie[l,q]
on en déduit que [ | Pl.mi | 1y, autrement dit p,, | py.
Ces deux polyn()nl;els étant unitaires, on aboutit finalementa pu, = .
16. On montre que i) <= ii) puis que i) < iii), ce qui suffit a prouver que les trois proposi-
tions sont équivalentes.
« Si u est cyclique, il existe xg € E tel que B = (xg, u(xop),..., uk1 (xok))lsoit une base de E.
Alors il existe (Aj)je[[o,k—l]] e K tel que u(uk_l(xo)) = uf(x) = Z )Ljuj(xo). De plus,
pour tout j € [0,k—2],ona u(uj (x0)) = w1 (xg). Ayant déterminé{ igutes les images des

vecteurs de B par u, on constate que la matrice de u dans B est la matrice compagnon
k-1

du polyndome P = X" - )" /1ij. Donc i) = ii).
j=0
« On suppose qu'il existe une base B de E telle que Matg(u) soit la matrice compagnon
d’un certain polynéme P. On note xg le premier élément de la base B. Alors les coef-
ficients de Cp indiquent que chaque autre vecteur de B est I'image par u de celui qui
le précede dans B et donc par une récurrence immédiate, B = (xo, u(xo),..., ukil(xo)).
Ainsi ii) = i), ce qui achéve de prouver que i) < ii).

« Si u est cyclique, il existe xg € E tel que B = (xg, u(xop),..., uk1 (xo)) soit une base de E.
Cela signifie qu’aucune combinaison linéaire non triviale de ces vecteurs n'est nulle.
Autrement dit, aucun polynéme P € K[X] non nul de degré inférieur ou égal a k— 1 ne
vérifie P(u)(xp) = 0. Donc py, est de degré au moins k. Puis comme py, | g, alors py,
est degré au moins k. Or y,, est lui aussi de degré k et on sait que py, | x, (théoréme
de Cayley-Hamilton) et que y et u, sont tous les deux unitaires. Ainsi y, = fy.

Donc i) = iii).

e On suppose que y, = ;. D’apres la question 15.c, il existe xg € E tel que py, = by = Yu-
En particulier, yiy, est de degré k. On montre alors que B = (xo, u(xo), ..., uk_l(xo)) est
une base de E. Soient Ay, ..., 11 € K tels que

Aoxp+Aiu(xg) +---+ /lk—l ukil(JC()) =0g.

k-1 ‘
Ainsi P = Z AjX/ est un polynome tel que P(u)(x) = 0, donc P € I, ce qui signifie
j=0
d’apres la question 15.a que P est un multiple de py,. Or deg(P) < k-1 < deg(ux,)
donc P est le polynome nul, ce qui implique que A; = 0 pour tout j € [0,k —1]. Ainsi
la famille B est libre et comme il s’agit d'une famille libre a k vecteurs de E, qui est de
dimension k, alors BB est une base de E. Donc iii) = i) et on obtient bien que i) < iii).

d
17. Pour tout polynéme P € K[X], on note P = Z aka avecd e Net ay,...,a; € K.
k=0
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Gréce a la linéarité de la composition,

d

d d
uoP(u)=uo (Z akuk) =Y quf = (Z akuk) ou=Pu)ou.
k=0 k=0 k=0

Donc P(u) € Com(u) et on en déduit que K[u] c Com(u).
Réciproquement, soit v € End(E) qui commute avec u. Comme u est cyclique, on note xo un

élément de E tel que (xo, u(xp),..., uk_l(xo)) soit une base E. Ainsi, il existe Ag,...,Ax_1 €K
k-1 k=1

tels que v(xp) = Y_ A;u'(xp). Onpose P= Y A;X'. On montre que v = P(u).
i=0 i=0

Pour tout j € [0, k — 1], en utilisant que u et v commutent, alors

. . (k-1 . k-1 . . .
v(u! (x0)) = u! (v(x0)) = (Z Aiul(xo)) =Y At (u! (x)) = P(w) (u! (xp)).
i=0 i=0

Ainsi v et P(u) coincident sur une base de E, donc v = P(u). On aboutit a Com(u) < K[u]
et finalement, on a bien montré que Com(u) = Klu].

18. (a) Soit x € E. Pour P € K[X], u(P(u)(x)) = Q(u)(x) avec Q = XP et donc u(P(u)(x)) € Ex.
Ainsi E,, est stable par u.
On suppose désormais que x est non nul. On note d le plus grand entier naturel tel que
(x, v(x),..., vd(x)) soit une famille libre de E,. Ce d existe bien car x # Og. Alors vd”(x)
est une combinaison linéaire des vecteurs x,v(x),...,v%(x). Autrement dit, il existe
un polynome B € K[X] de degré d + 1 tel que B(v)(x) = 0g. Pour P € K[X] quelconque,
on note respectivement Q et R le quotient et le reste de sa division euclidienne par B.
On a alors

P()(x) = Q) (B(1)(1)) + R(v) (x) = R(v) (x) € Vect (x, v(x), ..., v4(x)),

car deg(R) < d. Ainsi la famille (x, v(x),..., Ud(x)) est génératrice de E, et c’est bien
une base de Eyx. Donc I'’endomorphisme v est cyclique.

Tout polyndome annulateur de u est également annulateur de v, donc u, | uy.
Or ces deux polyndmes sont unitaires et j,, est supposé irréductible, donc p, = .

On sait que dim(E,) = deg(y,), et en utilisant la question 16, on obtient y, = u, = yy.
Finalement, dim(Ey) = deg(u,)-

(b) Six=0g, alors Ey = {OE} et le résultat est immédiat. On suppose désormais x non nul.
On suppose qu'il existe y non nul dans Fn Ex. Comme F est stable par u, alors uj(y) €EF
pour tout j € N et comme F est un sous-espace vectoriel de E, la stabilité par combi-
naison linéaire assure que pour tout P € K[X], P(u)(y) € F. Autrement dit, E, c F.
Comme y € Ey, ona y = Q(u)(x) pour un certain polynéme Q. Ainsi pour tout P € K[X],
Pw)(y) = (PQ)(u) (x) € Ex. D'ou Ey < Ey. Or x et y étant non nuls, la question précé-
dente affirme que E et Ej, sont de méme dimension [.'21 savoir deg(uu)) etdonc Ex = Ey,
ce qui acheéve de démontrer que Ex c F.

Finalement on obtient bien I'alternative Ex < F ou ExNF ={0g}.
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(c) On construit la famille (xl, s xp) demandée grace a un procédé récursif :
o Pour débuter, x; est n'importe quel vecteur non nul de E.

e Pourunentier j € N* fixé, on suppose qu'il existe des vecteurs x1, ..., x; de E tels que
Ex,,..., Ex; soient en somme directe. Deux cas peuvent alors se produire :

J
- SiE= @E x,;» alors le procédé est terminé et la famille (xl, X j) convient.
i=1

j j
- Si E # @Ey,, alors il existe xj;, € E\@E,,. Le sous-espace Ey,,, est stable
i=1 i=1

j

par u d’aprés la question 18.a. De plus, @ Ey, est également stable par u, en tant
i=1

que somme de sous-espaces stables par u. La question précédente assure alors

que éExi () Ex,., = {0&} et donc que les espaces Ey,, ..., Ex,,, sont en somme

direc{(:.l On reprend alors au début du deuxieéme point.
Ce procédé s’arréte nécessairement en un nombre fini d’étapes car la dimension de
I'espace e]aExi croit strictement (de deg(u,)) a chaque itération et ne peut dépasser

i=1
k=dim(E). Celaassure donc l'existence d’une famille (x1,...,x,) telle que gB Ey, = E.
i=1

19. (a) Comme y, = P;--- P4 avec les P; irréductibles et deux a deux distincts, la question 15.b
affirme que E = éKer(P,-) et pour tout i € [1, q], Ker(P;) est stable par u, ce qui induit

i=1
un endomorphisme #; de Ker(P;) ayant P; comme polynéme minimal. Ainsi en appli-

quant la question précédente a #;, il existe une famille de vecteurs (y;,,..., ymi) telle
a;
que Ker (P;) = @PE,, .
j=1
En renommant (xy,...,xp) la famille (y,1,..., Yia» Y2,10--» Yaags -0 Yar-+r Yaaq)» ON A

q q [ ai p
E =PKer(P)) =P (EB Eyi,j) = @Exi.

i=1 i=1\j=1

On peut supposer sans perte de généralité que les x; sont non nuls, quitte a retirer ceux
quile sont, car Ep, = {0g}, qui ne contribue pas a la somme directe. On peut alors utiliser
la question 18.a qui assure que les Ey, sont tous stables par u et que 'endomorphisme u;
induit par u est cyclique de polyndme minimal y;. Ainsi grace a la question 16, il existe
une base B; de Ey, dans laquelle la matrice de u; est la matrice compagnon de p,,, = P;.
En concaténant les bases I3;, on obtient une base 3 adaptée a la somme directe obtenue
précédemment, dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs :

Matg(w) = Diag(Cp,,...,Cp,;...,Cp,»...,Cp,),

ol pour tout j € [1, g], le bloc Cp, apparait un nombre de fois que I'on note ¢;.
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(b) Comme le polyndme caractéristique d'un endomorphisme est aussi celui de sa matrice
dans n'importe quelle base et que Matz(u) est diagonale par blocs, on a

Xu:XCPI ...XCPI ...chq...xcpq'

ol chaque ¢, apparait ¢; fois. Grace a la question 14, on obtient alors

Xu:PI"'Pl”'Pq"'Pq:PfI"'Psq-

IV. Matrices complexes ou réelles d’ordre fini

20. (a) Comme A" =1, alors X" — 1 est un polynéme annulateur de A, donc y, divise X" —1.

21.

Or on sait grice a la question 8 que X" — 1 est scindé a racines simples dans C et que
ses racines sont les racines n-iemes de 'unité. Donc u4 est scindé a racines simples et
ses racines sont des racines n-iémes de I'unité. On en déduit que A est diagonalisable
et que ses valeurs propres sont des racines n-iémes de l'unité.

(b) D’apres la question précédente, en notant D = Diag(As,...,Ax), il existe P € GL¢(C)
telle que A= PDP™!. On a donc, pour tout m € N*, A™ = PD™P! oi, puisque D est
diagonale, D™ = Diag(A[",...,A]"). Ainsi

A" =1y & PD"P™! =} < Diag(A]",... . A}) =1 = Vje[Lk], AT =1

Pour tout j € [1,k], Aj estd’ordre nj, donc /l;." = 1si et seulement si m est un multiple
de nj. On en déduit que

A" =1y = Vje[L,k], njlm < PPCM (ny,...,ng) | m.

Finalement A est d’ordre PPCM (ny, ..., ng).

(c) Soit r € N*. On définit A, = Diag (a)r, 1,..., 1), qui est bien un élément de GL (C) car dia-
gonale, avec des coefficients diagonaux non nuls, donc inversible. D’apres la question
précédente, A, est d’ordre PPCM(r,1,...,1), c’est-a-dire 7.

Soit 8 € R\ nZ, de sorte que cos(f) # +1. Le polyndme caractéristique de Ry est donné par
xR, = (X - cos(H))2 +sin?(0) = X? —2cos(f) X + 1. On a déja vu a la question 9.b que ce poly-
nome est irréductible dans R[X]. Or le théoréme de Cayley-Hamilton affirme que pg, | xr,-
Ces deux polynémes étant unitaires, on obtient que pg, = X?-2cos(@)X +1.

Ainsi, d’apres la décomposition obtenue dans la partie III, il existe une base de R? ot
. , . . , . ... [0 -1

larotation d’angle 8 a pour matrice la matrice compagnon de y g,, c’est-a-dire 1 2c0s0))

Comme elles représentent la méme application linéaire dans deux bases différentes,

les deux matrices ( ) et Ry sont donc semblables.

-1
1 2cos(®)
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— Analyse d’un extrait de copie

La fin du raisonnement présentée ici est incorrecte : tout comme la trace, le déterminant

matrices semblables, mais deux matrices peuvent avoir le méme polynéme minimal sans

2D S i — congprer & OrmodelbTT. Pl
ng&:(ﬂ-&b&>l+ 4@}(9— = )\1«74‘,&7(9 X+ @' 4 bl G = Xlr Zi\‘fo(e/) +1 .
‘fa'rwme//tg&l Xg& o Tu oé]ddwéwbmﬁ o 7(—;'2@» ot w'w/a@,«/&/»& (Q SL) cm (), '
o -

/b(K&_X ZC@—,(&)X* AM’VK(}é/é’ IZW&)MZWF%MQ,
f?\'wvav\_g@z/ .3(9)\1/ A,gw‘/ /)&MLLOL&AV V

ou encore le polyndme caractéristique, le polyndme minimal est bien le méme pour deux

étre semblables. Tous ces objets sont des invariants de similitude incomplets.
Moins important, il est de bon ton de nommer les résultats importants comme le théoreme
de Cayley-Hamilton lors de leur utilisation.

22.

On note n l'ordre de A. On a alors A" — I = 0, de sorte que X" —1 annule A, ce qui signifie
que g | X —1. On a déterminé a la question 9.c la décomposition en facteurs irréductibles
de X" — 1. Elle est sans facteurs carrés et est le produit (selon les cas), de facteurs parmi

n—-1

5
X-1, X+1, X2—2cos(9j)X+1, avech:ﬂ pour tout j € |[1, {TH]
n

Le polynéme p4 est donc le produit de certains de ces facteurs, out chaque facteur apparait
1
0 —

2n
etdonc8; € 21Qn]0,7[ «27Q\7nZ. On obtient bien la forme demandée pour Ha-

n-1 0;
au plus une fois. On remarque que pour tout j € |[1, {TJ ﬂ ,ona 1 eQn

Commentaire
Les 0; ne sont pas seulement deux a deux distincts, ils sont deux a deux distincts modulo 7,

ce qui est plus fort et nécessaire dans la suite pour pouvoir appliquer la question 19.

23. Si A estd ordre fini, en reprenant les notations de la question précédente, p 4 est de la forme

(X-1)(X+1)%Pg, - Py, ottles 6; sont dans 27Q \ 7Z et deux a deux distincts modulo 7.
En particulier, 4 est sans facteur carré donc, d’apres la question 19, il existe une base 3
de E dans laquelle I'endomorphisme associé & A a une matrice diagonale par blocs de
la forme

M=Diag(CX—l,---,CX—l,CX+1,---yCX+1yCP91,---,Cpgl,---,Cpgq,---,cpeq),

out Cx_ apparait k; fois, Cx1 apparait k; fois et pour tout i € [1, g], Cpej apparait ¢; fois,
ki ou k; pouvant éventuellement étre nuls. En remarquant que Cx_; est la matrice (1)
et que Cx+1 estla matrice (—1), on obtient que

M:Diag(lkl’_lkz'CPol""’Cpol""’CP(),,""’CPU,,)'
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24.

25.

D’apres la question 21, pour tout j € [1, g], il existe Q; € GL>(R) telle que Cpy, = QjRy, thl.
On définit alors la matrice diagonale par blocs Q = Diag (I, +k,,Q1,-..,Q1,...,Qg»-.., Qq)
ol chaque Q; apparait ¢; fois. Tous les blocs diagonaux sont inversibles, donc Q est inver-
sible avec Q! = Diag(lkl+k2,...,Q1_1,...,Ql_l,...,Q;I,...,Q;I). Ainsi en calculant par blocs,

M = QDiag(Iz,, Ik,  Ro, ..., Rg, ... Rg,, ..., Ry, ) Q.

Finalement, M (et donc aussi A) est semblable a une matrice diagonale par blocs de la
forme Diag (Ix,, —Ix,, Ro, - R, Ry, R@q) et comme A est une matrice de taille k x k,
les dimensions de la matrice donnent k= ky + ko +2(¢1 +---+£4).

Réciproquement, on suppose qu’il existe Q € GLi(R) telle que

A= QDiag(I,,~It,, Ry, ..., Ro,»--., Ro,»-. Rg, ) Q7"

avec k= ki + ko +2(01+---+£) etles 0; dans 27Q \ #Z. Alors pour tout m € N*,
A= QDiag(IZ},(—Ikz)m’Rgz,.._,Rgll,...,Rg,...,Rgﬂq)Q—l, 1.1

Dans le groupe GL,(R), Iy, est d’ordre 1, —Ij, est d’ordre 2 et les 6; étant dans 27Q, Ry, est
d’ordre fini pour tout j € [1, g]. En prenant pour m le PPCM de tous ces ordres, on a alors

A" = QDiag(Ikl’Ikz’IZ""!IZ)Q_l = QIkQ_l =I,

donc A est d’ordre fini, ce qui conclut la preuve de I'équivalence.

En reprenant la relation (1.1), on voit que A™ = I}, si et seulement si tous les blocs (1, )",

Rg'll, e Rg: sont égaux a une matrice identité, ce qui ne se produit que si m est un multiple
a:

des ordres de tous ces blocs. Or en notant 6 = 21—, avec a j et bj premiers entre eux, Réﬂ

bj ajm '

eZ.

aim J
représente la rotation du plan d’angle 271;9—, qui est I'identité si et seulement si

J
D’apres le lemme de Gauss, cela équivaut a bj | m puisque b; et a; sont premiers entre eux.

Ainsi Ry, est d’ordre bj. Et finalement, selon les valeurs de k; :
e Siky >0, —Ij, est d’ordre 2 et donc A est d’ordre PPCM (2, by, ..., bg).
e Sik, =0, iln'yapasdebloc —Ij, et donc A est d’ordre PPCM (by, ..., by).

Si k=2, on applique la question 23, dont on reprend les notations. En particulier,
ona 2=ki+ky+2(¢1+---+0,) ok, kyeNety,...,0e N*.Onadoncg=00uqg=1.

* Si g =1, alors nécessairement k; = k» = 0 et donc A est semblable & Ry, avec 6; € 2rQ.
¢ Si g =0, trois cas peuvent se présenter :
- Sik; =2etk, =0, Aestsemblableal, = Ry ol1 0 € 21Q (A est en fait I).
1
- Sik;=1letk; =1, Aestsemblable a (0 _01)
1
- Sikj=0etky, =2, Aestsemblablea —I, = R; oun = 5271 € 21Q (et Aesten fait —I,).

. (1 0
Dans tous les cas, A est semblable a une matrice Ry avec 8 € 21(QQ ou a ( 0 — 1).
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2n
26. Soit r € N*. En prenant 6 = —, on a vu en question 24 que Ry est d’ordre exactement r
T
etil s’agit bien d'un élément de GL, (R).

27. (a) Pour commencer, (-,-)¢ est bien a valeurs dans R. Comme la multiplication matricielle
par un vecteur et la somme sont linéaires et que le produit scalaire (-,-) est bilinéaire,
alors (-, )¢ est bilinéaire.

i ) 1 1
Puis pour tous u,v € R, ona (v,u)g = — ) (Av,Au) = — )Y (Au, Av) = (u,v)g,
. IGl jeG Gl As6
donc (-, -) est symétrique.
1
Enfin pour tout u € Rz, (u,u)g = ﬁ Z (Au, Auy. Comme (-,-) est un produit scalaire,
AeG

alors pour toute matrice A, (Au, Au) est positif, donc (u, u)g > 0.

De plus, en utilisant que (-, -) est défini positif, alors on obtient
(u,u)g=0 = VAeG, (Au,Auy=0 = VAeG, Au=0 = u=0,

puisque G contientI,. Ainsi (-, -)g est une forme bilinéaire symétrique définie positive,
c’est donc bien un produit scalaire de R?.

G — G
Soit A€ G. Comme G est un groupe, I'application ¢ 4 : { M MA est bien définie

et bijective (puisqu’elle admet ¢ 41 comme réciproque), donc pour tous u, v € R?,

1 1
(Au,Av) o= — Y (MAu,MAv)=— 3 (Nu,Nv)
Gl rreG |Gl ng700

1 MeG
— Y (Nu,Nv) = (u,v)g.
|Gl NeG

Commentaire
Il s’agit 1a d’'un procédé classique de « moyennisation » d’'un produit scalaire que I'on peut
notamment retrouver dans le sujet d’Algebre 2024 sur les représentations.

(b) Soit (X7, X») une base orthonormée de R? pour le produit scalaire (-,). Une telle base
existe nécessairement grace au procédé de Gram-Schmidt. On note alors Q € GLy(R)
la matrice de passage de (Xl,Xz) alabase canonique de R2.

En outre, S étant la matrice d'un produit scalaire, elle est donc symétrique définie posi-
tive. La matrice Q’SQ est symétrique car (QTSQ)T: QTST(QT)T: Q'SQ (puisque S est
symétrique) et pour tout u € R?\ {02}, on a u"Q"SQu = (Qu)"S(Qu) > 0 (puisque S
est définie positive). Donc Q7SQ est symétrique définie positive et c’est aussi la matrice
d’un produit scalaire de R?.

On remarque alors en notant (ej, e2) la base canonique de R? que pour tous i, j € {l, 2},

elQ"sQe; = (Qe;)'S(Qej) = X1SX; = 6 ;.
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28.

29.

Le produit scalaire associé 2 Q7SQ est donc le produit scalaire canonique de R? et on a
ainsi QTSQ =I,, douS=PPen posant P = Q_1

Pour tout A€ G, on a vu a la question précédente que les produits scalaires (:,-)g
et (A-,A-) sontidentiques, donc ont la méme matrice, c’est-a-dire S = A’SA. Ainsi

(PAP)'PAP™! = (P71)"ATPTPAP™! = (PT) ' ATSAP™!
= (P 'sp~t = (PT) ' PTPP = 1.

Dot PAP™' € 0,(R).
Soit G un sous-groupe d’ordre n de SO, (R). Si M € G, alors M est une matrice de rotation
plane Ry d’angle 0 € R comme rappelé par 'énoncé. De plus, d’aprés le théoréme de La-
grange, l'ordre de M divise n, donc M" = R,;9 =1, ce qui implique que 16 = 0 [27] et donc
2kn
que 6 est de la forme — avec k € Z. Ainsi G est inclus dans le groupe engendré par RZn

Ces deux groupes étant de méme cardinal n, alors G est exactement le groupe cychque
engendré par Rax.

Suivant I'indication, on commence par remarquer que

cos(-2%) =sin(- ) (cos(2E) sin(2F)

BA™ = BR_ZT? - Zn 2: - 2’711 ’;n = AB.
—sin(— 7) —cos (7) sin(;) —cos (7)

Le groupe engendré par A et B contient tous les éléments qui peuvent s’écrire sous la forme
M;--My ot keN et Mj,...,M € {A,A"',B,B™'}. En remarquant que B™' = B et
que A™! = A" puisque A" = I,, on se ramene aux objets de la forme M, --- My o1 k € N
et My,...,M; € {A,B}. Soit M un tel élément. On utilise alors la remarque initiale pour
transformer, tant que c’est possible, toute occurrence du facteur AB en un facteur BA™ L
Lorsque ce n’est plus possible on a alors obtenu que M = A" ou M = BA" avec r € N.
Comme A est d’ordre n, en notant k le reste de la division euclidienne de r par n, on obtient
bien M € {I, A,..., A", B,BA,..., BA" '} et donc D, < {I, A,..., A" ', B,BA,...,BA" '},
Linclusion réciproque estimmédiate donc D, = {1, 4,..., A" "', B,BA,..., BA""'}.

Méme si ce n'est pas précisément demandé par I'énoncé, on peut justifier que D, est d’ordre
exactement 2n, c’'est-a-dire que les éléments listés ci-dessus sont deux a deux distincts.
Comme A est d’ordre n, alors Iz,A,...,A"_1 sont tous distincts. La matrice B étant inver-
sible, la multiplication par B est bijective et donc B, BA, ..., BA" ! sont aussi tous distincts.
Enfin, les éléments de la forme AF sont de déterminant 1 et ceux de la forme BA* sont
de déterminant —1, donc ils sont distincts.

Finalement les matrices Iy, 4, ..., A" 1 B BA,...,BA™ ! sont bien deux a deux distinctes.
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Commentaire
Le groupe diédral D,, ainsi défini est un groupe usuel qui peut se comprendre de maniére
géométrique : il s’agit de I'ensemble des isométries vectorielles du plan laissant invariant
un polygone régulier a n c6tés et centré en I'origine O.
Les éléments de la forme A* sont des rotations et les éléments BA* correspondent alors
a des symétries orthogonales du plan.
Par exemple, D, est le groupe de symétrie d'un carré : il contient I'identité, les rotations

, T 3w . . -
de centre O et d’angle > et > ainsi que quatre symétries orthogonales, dont les axes
respectifs sont les deux diagonales du carré et les deux médiatrices des cotés.

N s

N

30. (a) Onnote G. = GN SO, (R) I'’ensemble des matrices de déterminant 1 de Get G_ =G\ G,
celui des matrices de déterminant —1. Comme G, est l'intersection de sous-groupes
de GL,(R), c’est un sous-groupe de GL,(R). En particulier, c’est un groupe dont tous
les éléments sont dans G, c’est donc un sous-groupe de G.

Comme G n’est pas inclus dans SO» (R), G_ n’est pas vide et on peut considérer S€ G_.

G — G

M — SM

car elle admet -1 comme réciproque (sachant que S7l e Gcar Gestun groupe).

Lapplication v : { est bien définie car G est un groupe et est bijective

Par multiplicativité du déterminant, on obtient ¥s(G.) c G- et ys(G-) < G4. Or on sait
que ¥s(G+)Uyws(G-) = G car G est bijective et que G, et G— forment une partition de G.
On en déduit que ys(G+) = G- et ws(G-) = G4+. Comme s est bijective, on en déduit
que G, et G- sont de méme cardinal, et donc G est de cardinal double de celui de G..
Autrement dit, G, estun sous-groupe d’indice 2 de G.

Commentaire
On peut aussi procéder plus rapidement en rappelant que I'application déterminant

— det(M)
puisque G contient au moins un élément de déterminant —1 par hypothése et contient

aussi I qui est de déterminant 1. De plus, son noyau est G4, ce qui montre que G4 est
= 2,

det: { ((Z;\’/IO) _' ({ L1}, x) est un morphisme de groupe. Ce morphisme est surjectif

un sous-groupe de G. Et par théoréeme d’isomorphisme, G/G+ ~{-1,1}, donc ‘G/G+
ce qui prouve que G, est d’'indice 2 dans G.
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(b) Soit M un élément de G_. Alors ses colonnes forment une base orthonormée indirecte
de R?. Puisque sa premiére colonne est un élément de norme 1 de R?, il existe 6 € R

v [€OS(O) a
tel que cette colonne s’écrive sin@® | Et comme pour tout vecteur u = du plan,
I'unique vecteur v de méme norme tel que (u, v) forme une base indirecte est (—a)’
. sin(6)
alors la deuxieme colonne de M est | cos(®) et donc M = Sp.

(c) La matrice Sy est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée d’apres
le théoréme spectral. Ses valeurs propres ne peuvent étre que 1 ou —1 car Sy représente
une isométrie et comme son déterminant est égal a —1, on sait que Sy a deux valeurs
propres simples : 1 et —1. Puis en remarquant que

0 . (6 0
cos(—) cos(@) cos|— +sm(0)sm(—) cos(—)
S 2| 2| 2
6 - (9) _ . (0) . (9) _ . (0)
sin| — sin(@) cos| = | —cos(0) sin| = sin| —
2 2 2 2
. (0 . (0 . 0 . (6
—sm(—) —cos(0) s1n(—) +sin(f) cos (—) —sm(—)
2 2 2 2
e so| 2| 2 al=Col eyl
cos(—) —sin(0) sin(—) —cos(0) cos (—) cos (—)
2 2 2 2

alors on a obtenu des vecteurs propres pour chacune des valeurs propres.

1
Ainsi en prenant P = Ry, on a bien que P € SO2(R) et P™'SyP = (0 01)'
g _

02 (R) - 02 (R)
M — P 'MmP
et G =1p(G). Alors G’ estun sous-groupe de O3 (R), conjugué a G dans SO, (R).

(d) Soient tp 'automorphisme intérieur de O, (R) défini par ip: {

On montre que G’ estle groupe diédral D,, avec n = 3 |G].

En appliquant la question 30.a a G, on a que G, = G' NSO, (R) est un sous-groupe
d’'indice 2 de G/, donc un sous-groupe de SO (R). On note n 1'ordre de ce groupe G,.
La question 28 assure alors que G, = G'NSO2(R) = {IZ,A,...,A”_I} avec A= Ru.
De plus, on a montré a la question précédente que G' contient la matrice B (seléln
la notation de la question 29) et le méme raisonnement que celui mené dans la ques-
tion 30.a montre que G_ = y3(G), donc les éléments de G sont engendrés par A et B.
Comme G’ = G, UG, tous les éléments de G’ sont engendrés par A et B.

Le sous-groupe G’ est donc contenu dans le sous-groupe engendré par A et B, a savoir
D,, d’aprésla question 29. Or D), et G’ sont de méme cardinal, 4 savoir 2n. Donc G’ = Dy,
ce qui permet de conclure que G est bien conjugué dans SO, (R) au groupe diédral D,,.

V. Matrices rationnelles d’ordre fini

31. Il est admis parI'’énoncé que la décomposition en facteurs irréductibles de X" —1 dans Q[X]

estX"-1= H ®,. Comme A est d’ordre n, alors X" —1 est un polynéme annulateur de A et
dln
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est donc un multiple du polyné6me minimal p4. Ses facteurs irréductibles sont donc parmi
les facteurs irréductibles de X" — 1, avec au plus la méme puissance que celle a laquelle
ils apparaissent dans la décomposition de X" —1, a savoir 1. Comme de plus p 4 est unitaire,
onabien pig = @4+ @y, 0l G € N*etd,,...,d, sontdes diviseurs de n deux a deux distincts.

32. Pour deux diviseurs d; et d, de n distincts, les polynomes @, et @4, sont distincts (ils n’ont
pas les mémes racines complexes). La question précédente montre donc que 4 est sans
facteurs carrés et on peut ainsi appliquer la question 19. On obtient que A est semblable a
une matrice diagonale par blocs de la forme Diag(Ca,,, .-, Cay,» -+, Cay, -+, Ca,, ) Ol pour
tout j € [1,4], le bloc Co 0 apparait autant de fois que la multiplicité de ®4; dans le poly-
ndéme caractéristique de A.

33. (a)

(b)

(©

(d)

Soit d € N*. D’apreés la question 14, on a que le polynome caractéristique de Co, est ®g.
Grace au théoréme de Cayley-Hamilton, on sait que g, , | ®4. Il est admis que @4 est
irréductible dans Q[X] et les polynomes @, et Hc,, sont unitaires. Alors on en déduit
que le polyné6me minimal de Co, est ®,.

Or X% —1 est un multiple de ®,4, donc X% —1 annule Co, et Co, est donc d’ordre fini
inférieur ou égal a d. Et pour tout entier m < d, ®,4 ne divise pas X" —1 car la décom-
position en facteurs irréductibles de X”" — 1 ne fait pas apparaitre ®,.
Finalement!'ordre de Cq, est exactement d.

Soit A € GL;(Q). D’apres la question 32, si A est d’ordre fini elle est semblable a une
matrice diagonale par blocs Diag(del,...,Cq;dl,...,Cq;dq,...,C%) oltgeN"etd,,...,d,
sont des diviseurs de n deux a deux distincts. D’apres sa définition (question 10.b), @,
estde degré ¢(n). En considérantla taille de lamatrice A, ona £1¢(d1)+--+€4¢(dg) = k.
Réciproquement, si A est semblable & une matrice diagonale par blocs de la forme

D =Diag(Cao,,,--+,Caypr--r Cayy»---r Cay, )

olt g e N* et d,,...,d, sont des diviseurs de n deux a deux distincts, alors en notant n
un multiple des ordres des matrices Cg e .o, Co 4,0 OD @ que D" =1 et donc A" =1,
ce qui montre que A est d’ordre fini. Ceci conclut la preuve de I'équivalence.

Comme a la question 24, lorsque A est d’ordre fini, on a pour tout n € N* '’équivalence
A" =1 si et seulement si n est un multiple de tous les ordres des matrices Cq>d1 ey Cq)dq,
c’est-a-dire un multiple de dj, ..., d, d’apres la question 33.a.

Ainsil'ordre de A est PPCM (d, ..., dyg).

Grace aux questions précédentes, la matrice diagonale par blocs A = Diag(Co,,Co,)
est d’ordre PPCM (3,4) = 12. On a déterminé a la question 11.b que ®3 = X* + X + 1
et dy = X2 +1, donc les blocs Co, et Co, sont de taille 2 x 2 et ainsi A est de taille 4 x 4
avec

0 -1 0 0
1 -1 0 0
A_000—1
0 0 1 0

De plus, A est bien inversible (d’inverse AH) donc A € GL4(Q).
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(e)

34. (a)

(b)

Soit A une matrice de GL;(Q) d’ordre fini n. D’apres les questions précédentes, elle est
semblable a une matrice diagonale par blocs D = Diag (Cq)d1 reeer Cogrees Cagyrees Cq)dq)
ouqgeN%dy,..., dg sontdes diviseurs de n deux a deux distincts et n = PPCM (dl, ey dq).
Or par définition des polynomes cyclotomiques, chaque ®4; est de degré ¢(d;) donc
lamatrice Co a; €t de taille ¢(d;) x¢(d;). Comme A est de taille kx k, seuls des blocs Co "
pour des entiers d; vérifiant ¢(d;) < k peuvent apparaitre dans D.

Ainsi{dy,...,d4} € {m e N" | ¢(m) < k} et donc

n=PPCM (di,...,dy) < PPCM ({m e N* | p(m) < k}).

Soit A une matrice de GL,(Q) d’ordre fini n. D’aprés la question précédente 33.b, elle est
semblable a une matrice diagonale par blocs D = Diag (Cq) PRI Co PRI Co g Co d,,)
o geN* et chaque bloc Co,, est présent ¢; fois avec £1¢(d1) +---+Cqp(dg) = 2.
Ainsi seuls des entiers dont la caractéristique d’Euler est inférieure ou égale a 2 peuvent
apparaitre comme d;. D’apres la question 7, cela limite les possibilités a 1, 2, 3, 4 et 6.
De plus, 3, 4 et 6 sont solutions de ¢(n) = 2 tandis que 1 et 2 sont solutions de ¢(n) = 1.
Par conséquent, A est semblable & 'une des matrices suivantes :

0
e Co,, C'est-a-dire ( ), qui est d’ordre 3.

1 -1

1 0

1 1

* Co,, C'est-a-dire ), qui est d’ordre 4.

(=)

e Co,, C'est-a-dire ( ), qui est d’ordre 6.

Diag(Co,,Co,), C'est-a-dire I, quiestd ordre 1.

Diag(Cop,,Co,), C'est-a-dire —I,, qui estd ordre 2.

Diag(Co,,Co,), C'est-a-dire ((l) _01), qui est d’ordre 2.

Les matrices et les ordres ont été déterminés grace aux expressions des polynomes
cyclotomiques obtenues en question 11.b et puisque pour d € N*, Co,, est d’ordre d.
Réciproquement, les six matrices de 'énoncé sont donc bien d’ordre fini et toute
matrice qui leur est semblable est également d’ordre fini, ce qui achéve de démontrer
I'équivalence demandée.

Un sous-groupe fini de GL,(Q) est aussi un sous-groupe fini de GL,(R), donc les résul-
tats obtenus en partie IV montrent que G isomorphe soit a un groupe cyclique Z/ W
soit a un groupe diédral D, avec n € N*.

Pour tout n € N*, les groupes Z/ w7, €t Dy contiennent au moins un élément d’ordre n et
on a vu a la question précédente que les ordres possibles pour les éléments de GL,(Q)
d’ordre fini sont 1, 2, 3, 4 et 6, qui sont donc les seules valeurs possibles de n.
Enremarquant que D; est un groupe d’ordre 2, doncisomorphe a Z/ZZ puisqu’il n’existe
qu’'un seul groupe d’ordre 2 a isomorphisme pres, on en déduit que G est isomorphe
al'un des groupes de la liste suivante :

{L}, Z/zz» Z/gz, Z/4Z, Z/GZ, D,, Ds, D4, De.
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Commentaire
Bien que cela ne soit pas demandé, on peut justifier que ces neuf groupes sont deux
a deux non isomorphes pour compléter le travail de classification des sous-groupes finis
de GL2(Q). Deux groupes d’ordres différents ne peuvent évidemment pas étre isomorphes,
ce qui laisse deux cas a étudier :

* D et Z/4Z sont tous deux d’ordre 4 mais ne sont pas isomorphes car D, ne contient
aucun élément d’ordre 4 (en reprenant les notations de la question 29, I est d’ordre 1
et A, B et BAsont d’ordre 2) alors que Z/4Z en contient deux (1 et 3).

*x Dset Z/6Z sont tous deux d’ordre 6 mais ne sont pas isomorphes car Z/GZ est abélien

1(-1 v3) 1{-1 -Vv3
I D I'est . P le, AB=— — = BA.
alors que D3 ne lest pas ar exemple (\/§ 1 );ﬁ (—\/f_i 1

2 2

VI. Matrices d’ordre fini dans GL, (Z/ pZ)

35. Il existe une bijection entre les matrices inversibles et les matrices de passage depuis la base
canonique de (Z/pZ) Il y a donc autant d’éléments dans GLZ( /pZ) que de bases du
Z/ pz-espace vectoriel ( 2/ pZ) Pour construire une telle base, ily a p —1 possibilités pour
le premier vecteur (tous les vecteurs de (Z/ pZ) saufle vecteur nul). Pour le second vecteur,
les possibilités sont tous les vecteurs qui ne sont pas colinéaires au premier. Or pour tout
vecteur v € (Z/pZ)Z, on a Vect(v) = {kv lke[0,p- 1]]} qui est de cardinal p, ce qui donne

donc p? — p possibilités pour le second vecteur. Finalement,

Card(GLz (Z/pz)) =(p*-1)(p*-p).

Commentaire

Cet exercice est le cas particulier en n = 2 d'un exercice classique : dénombrer GL,, (Z/ pZ)'
n

Son cardinal est donné par le nombre de Z/ pZ-bases de (Z/ pZ) . On construit par récur-

rence les bases (el, e e,,) de cet espace vectoriel comme ci-dessus. Si I'on a construit les

vecteurs (ey, ..., e;), alors Vect((el,...,e,-)) a pour dimension #, donc est de cardinal p'.

11y a donc p" — p' vecteurs qui ne sont pas combinaison linéaire de (ey,...,e;) et qui
peuvent étre le vecteur e; 4.

En continuant le procédé, on trouve finalement que le cardinal de GL,, (Z/ pZ) est égal a

n _
" -p™ =Hp—p
i=1 i=0

36. Comme M est une matrice de taille 2 x 2, son polynéme caractéristique est de degré 2.
Le théoréeme de Cayley-Hamilton permet donc d’affirmer que le polynéme minimal de M
estde degré 0, 1 ou 2.
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D’apreés la question 4 appliquée a I'endomorphisme associé a M dans la base canonique,

on obtient que (Z/pZ) [M] est de dimension 0, 1 ou 2 en tant que Z/pZ—eSpace vectoriel.

Il est donc de cardinal 1, p ou pz.

37. Soit M € GL, (Z/pz). On note n son ordre. Alors les matrices MO,M, Mz,...,M"_1 sont

des éléments distincts de (Z/pz) [M]. En effet, s'il existe ¢,¢' € [0,n—1] avec ¢ < ¢’ tels

que M= M[’, alorsona M? ¢ = I, avec ¢'—¢ < n, ce qui contredit la définition de I'ordre.

De plus ces éléments sont non nuls car M est inversible. Or selon la question précédente,

il ya au plus p? — 1 éléments non nuls dans (Z/pz) [M]. Doun<p?-1.

38. (a)

(b)

(©

On commence par remarquer que Stab(M) = {P € GL, (Z/pZ) | PM= MP}. On sait

que pp estde degré 2, tout comme y p. Comme g | x i (théoréme de Cayley-Hamilton)
et que py et yps sont tous deux unitaires, on a s = xp- En notant u ’endomorphisme
associé a M dans la base canonique de Z/pZ’ la question 16 assure que u est cyclique.

Gréace a la question 17, le commutant de u dans End(E) est (Z/pZ) [ul, ce qui signifie

que l'ensemble des matrices de M3 (Z/ pZ) qui commutent avec M est (Z/pz) [M].

Comme Stab(M) est I'ensemble des matrices inversibles qui commutent avec M, alors
; —(Z Z

on a bien Stab(M) = ( /pZ) [M]NnGL, ( /pZ)'

On suppose que M n’a pas de valeur propre dans Z/pZ' D’apres la question 4 (ou plus
exactement sa traduction matricielle), comme son polynome minimal est de degré 2,

alors (Iz, M ) est une base de (Z/ pZ) [M]. Grace a la question précédente, il reste a déter-
miner pour quelles valeurs de « et § dans 2/ 7 la matrice N = aI, +BM est inversible.
e Sia=f=0,alors N =0, qui n’est évidement pas inversible.

e Sif=0eta#0,alors N = al,, qui est inversible (d'inverse a’! I).

e Si B#0,alors N = ﬁ(%lg +M). On remarque que %12 +M n'est pas inversible si
et seulement si M admet —% pour valeur propre. Or on a supposé que M est sans
valeur propre. Ainsi % I, + M est inversible et donc N aussi.

Finalement, la matrice nulle est la seule qui n’est pas inversible, ce qui donne bien
|Stab(M)| = p* — 1.
On reprend le raisonnement et les notations de la question précédente dans le cas ou M

admet une unique valeur propre A € Z/ Pz Les deux premiers cas sont identiques.

. . , . . . .o
Lorsque B # 0, on a désormais que N n’est pas inversible si et seulement si _E =4,

ce qui équivaut a a = —fA. Ainsi, a chaque valeur possible de 8 non nul dans Z/pZ’
correspond un unique « tel que al, +BM n’est pas inversible.

En prenant aussi en compte le cas @ = =0, cela donne exactement p matrices
de (Z/pz) [M] qui ne sont pas inversibles et donc | Stab(M)| = p? — p.
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39. En appliquant la question 37 avec p = 3, on obtient que 'ordre des éléments de GL, (Z/ 32)
est majoré par 8. De plus, I'ordre de tout élément d'un groupe divise le cardinal du groupe
et on sait grace a la question 35 que GL; (Z/gz) est de cardinal (32 -1) (32 -3)=48.

Comme 5 et 7 ne divisent pas 48, alors GL, (Z/SZ) ne contient aucun élément d’ordre 5 ou 7.
Ceci réduit bien les ordres possibles a 1, 2, 3, 4, 6 et 8.
40. (a) On rappelle que pour tout a € Z/3Z, on a d’apres la formule du bindéme de Newton que

(X+a)’=x*+3ax?*+3a°X +a® = X* + d°.
Ordans 2/, ona0®=0,1°=1et2® =8 =2, donc (X +a)’ = X>+ a. On en déduit que
x0-1=(x3-1)(x*+1) = (x-1)*(x+1)%,

donc X® — 1 est bien scindé.

Commentaire
Nous avons redémontré dans ce particulier deux résultats classiques dans les anneaux
et corps de caractéristique finie. Soit p un nombre premier.
. P , L A — A
* Pour un anneau commutatif A de caractéristique p, I'application est
x — x*
un morphisme d’anneaux (appelé morphisme de Frobenius).
En particulier, (x+y)” = xP + y” pour tous x et y dans A.
* Dans un corps K de caractéristique p, tous les éléments sont des points fixes du mor-
phisme de Frobenius. Autrement dit, x” = x pour tout x € K.

(b) Soit M € GL, (Z/gz) d’ordre 6. Alors M n'admet pas 0 comme valeur propre, sinon elle
ne serait pas inversible. On peut également affirmer que M n’est pas diagonalisable.

1
En effet, si elle I'était, elle serait semblable a une matrice de la forme ( 0 fl) qui est

d’ordre 1 ou 2. M serait donc également d’ordre 1 ou 2, ce qui contredirait 'hypothese
que M est d’ordre 6.

Comme X%—1 est un polynéme annulateur de M, c’est un multiple de son polynéme
minimal pp. Or X®—1 est scindé d’apres la question précédente, donc iy, est également
scindé. On en déduit que M est trigonalisable. Si M admettait deux valeurs propres dis-
tinctes, elles seraient toutes deux racines du polynéme minimal et comme celui-ci est
de degré au plus 2, il serait scindé a racines simples. M serait alors diagonalisable, ce qui
est impossible. Donc M n"admet qu’une seule valeur propre.

Enrésumé, M est trigonalisable, avec une unique valeur propre non nulle, 1 ou -1, mais
n’est pas diagonalisable. Elle est donc semblable a une des quatre matrices suivantes :

1 1 1 -1 -1 1 -1 -1
Ml‘(o 1)’ Mz‘(o 1)’ M3‘(0 —1)' M‘*‘(o —1)'

On remarque que Mf = Mg =1, donc M; et M> ne sont pas d’ordre 6 et ne peuvent pas

-1 0
étre semblables a M. Enfin, M3 et M, sont semblables entre elles, car avec P = ( 0 1)

(qui est bien inversible), ona P~' MsP = M.
Finalement, M est donc bien nécessairement semblable a Mjy.



Ch.1-

2025 Epreuve 1 — Corrigé 37

(©

Réciproquement, si 'on détermine les puissances de M, aux ordres potentiels dans
le groupe GL; (Z/?,Z)’ ona

11 -1 0 1 -1
2 3 4 6
M4:(0 1), M4:(0 _1), M4:(0 1) et MP=1,.

M, est donc d’ordre 6 et toute matrice qui lui est semblable I'est également, ce qui
conclut la preuve de I'équivalence demandée.

Ce qui préceéde justifie que les matrices d’ordre 6 forment exactement I'orbite de M, par
I'action de conjugaison de GL; (Z/gz) sur lui-méme. Comme M, a une unique valeur

propre, la question 38.c assure alors que |Stab(M,)| = 32 —3 = 6. On utilise la formule

Z

) ) . . ‘GLZ( /32)‘ 48

des classes rappelée en début de partie pour obtenir que |(’)M4 ‘ = AR =5 - 8.
a 4

Il'y a donc 8 matrices d’ordre 6 dans GL, (Z/sz)-

41. Comme vu en question 40.a, X°> — 1 = (X — 1) donc X — 1 est scindé et n’admet qu'une
unique racine (triple) : 1. Or X° — 1 étant polynome annulateur de M, 1 est la seule valeur
propre possible pour M. Pour les mémes raisons que dans la question 40.b, M est trigonali-
sable mais pas diagonalisable. Donc M est semblable a 'une des deux matrices M; ou Mj.
Comme P~ M; P = M, alors M est forcément semblable a M;.

1 -1
Réciproquement, Mf = (O . ) et M? =1,, donc M; est bien d’ordre 3 et toutes les matrices

qui lui sont semblables sont également d’ordre 3.

On obtient donc que les matrices d’ordre 3 constituent exactement ’orbite de M; par I'ac-

tion de conjugaison de GL; (Z/gz) sur lui-méme. La matrice M; ayant une unique valeur

propre, le raisonnement se conclut comme en question 40.c et il y a exactement 8 matrices
d’ordre 3 dans GL, (Z/3Z).

42. (a)

(b)

Onaduncoté (X—1)(X+1)(X*+1)=(X*-1)(X*+1)=X*~1 etdel'autre
(X2 +X+2)(X?+2X+2) = X* +3X3 +6X? +6X +4= X" +1,
de sorte que
(X-1)(X+1)(X2+1)(X*+ X +2)(X?+2X +2) = (X* - 1)(X*+1) = XB - 1.

X —1et X +1 sont irréductibles puisque de degré 1. En notant A= X?+1, B= X*>+ X +2
et C=X?+2X+2,onaque A(0) = 1, A(1) = 2 et A(2) = 2, donc A n'a pas de racines.
Comme il est de degré 2, il est bien irréductible. De méme, B(0) =2, B(1) =1, B(2) =1,
C(0) =2,C(1) =2 et C(2) =1, donc B et C étant aussi de degré 2 et sans racines, alors
ils sont irréductibles. Finalement (X — 1)(X +1)(X?+1)(X? + X +2)(X? +2X +2) est
bien la décomposition en facteurs irréductibles de X% —1.

Soit M € GL, (Z/3Z) d’ordre 8. Alors M est annulée par X® — 1, donc son polynéme

minimal gy divise X% — 1. On peut alors remarquer que gy est de degré 2.
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En effet, 'autre degré potentiel est 1, mais alors il serait de la forme uy =X-A41,
avec A € {1,2} et on aurait donc M =1, ou M =2I,. Les matrices I, et 2I, = —1I, étant
respectivement d’ordres 1 et 2, c’est impossible.

Ainsi pp est égal a un facteur irréductible de degré 2 de X® —1 ou au produit de deux
facteurs irréductibles de degré 1, c’est-a-dire que pps est 'un des polyndmes suivants :

(X-1)(X+1), X*+1, X*+X+2, X*+2X+2.

Si pu est (X-1)(X+1) ou X?+1, alors c'est en particulier un diviseur de X*—1,
ce qui implique que M* =1, et donc que M est d’ordre au plus 4, ce qui est absurde.
Donc pup est X2+ X +2o0u X2 +2X +2.

Réciproquement, si pys est X2 + X +2 ou X? +2X +2, alors c’est un diviseur de X% -1,
donc I'ordre de M divise 8, mais ce n’est pas un diviseur de X* — 1, donc l'ordre de M
ne divise pas 4, ce qui veut dire que M est forcément d’ordre 8.

Finalement, on a montré que M est d’ordre 8 si et seulement si son polynéme minimal
est X2+ X +2o0u X2 +2X +2.

0 —
(c) On pose M5 = (1 1
XM = X*+ X +2 par la question 14. Comme iy, | ¥, (théoréme de Cayley-Hamilton)
avec (i, et )y, unitaires et y p, irréductible, on a pp, = X?>+X+2et M5 est d’ordre 8

d’apres la question précédente.

). M; est la matrice compagnon du polynéme X? + X + 2, donc

-1
(d) Onpose Mg = ((1) _1), matrice compagnon de X? +2X +2. De méme, Mg est d’ordre 8.

Soit M d’ordre 8 dans GL, (Z/gz). Si son polynéme caractéristique est X+ X +2,
alors upr = ypm comme y s estirréductible. Donc d’apres la question 16, M est semblable
a la matrice compagnon de y s, c'est-a-dire a M5. De méme, si le polyndéme caractéris-
tique de M est X* +2X +2, alors M est semblable 2 Mg.

Ceci justifie que 'ensemble des matrices d’ordre 8 est Oz, U O)y,. Cette union est dis-
jointe car M5 et Mg ne sont pas semblables puisqu’elles n’ont pas le méme polynéme
caractéristique.

Les matrices semblables a M5 n'ont pas de valeurs propres puisque leur polynéme ca-
ractéristique n'a pas de racine. Ainsi, par la question 38.b, on a [Stab(Ms)| = 3% -1 =8

‘GLZ (Z/ 32)‘ 48

et donc grace a la formule des classes, | Oy | = Seonl -8
5

De méme, |OM5| =6 etilyadonc 12 matrices d’ordre 8 dans GL, (Z/ESZ)'
43. Ladécomposition en facteurs irréductibles de X*~1 est (X—1)(X+1)(X%*+1) (question 42.a).
Si M est une matrice d’ordre 4 dans GL, (2/32), alors M est annulée par X* -1, donc son

polynéme minimal 1y, divise X*—1. Comme en question 42.b, on peut montrer que Uar est
de degré 2. Ainsi ppr est (X—1)(X+1) ou X*+1. Or pupr ne peut pas étre (X—1)(X+1) = X*-1,
sinon M serait d’ordre au plus 2. Donc gy = X2 +1.
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Réciproquement une matrice dont le polynéme minimal est X2 + 1 est annulée par X* — 1

1 0
pagnon de X2 + 1. Le méme raisonnement qu’en question 42.d montre que les matrices
612 (%52)| _ a8

d’ordre 4 sont celles qui sont semblables a M; et que |(’)M7| = S@bml =5 =
7

. . , 0 .
mais pas par X° — 1, donc est forcément d’ordre 4. On pose M; = ( ) la matrice com-

Iy a donc 6 matrices d’ordre 4 dans GL; (Z/gz).

44. (a) Soit N € GL, (Z/3Z) d’ordre 2 avec N # —1I,. Alors N?% - I, = 0,, donc N est annulée

par X2 —1, qui est donc un multiple de un. La décomposition en facteurs irréductibles
de X? -1 est (X —1)(X +1), donc les diviseurs unitaires de X*—1 sont X —1, X +1 et
X?—1.0r uy ne peut pas étre X —1 (car on aurait N =1I,, qui n’est pas d’ordre 2) ni X +1
(car on aurait N = —I,, ce que 'on a exclu). Donc py = X* - 1.

Comme pp est scindé a racines simples, la matrice N est diagonalisable avec pour

: ) s 1 0
valeurs propres 1 et —1, c’est-a-dire qu’elle est semblable a M = ( 0 — 1).

(b) Réciproquement, les matrices semblables a M ont pour polynd6me minimal X 2 _1donc
sont d’ordre 2. Ainsi les matrices d’ordre 2 de GL, (Z/sz) sont —1I, et les éléments de
l'orbite de M. On remarque aussi que —I» et M ne sont pas semblables car ces deux
matrices ne partagent pas le méme spectre.

On raisonne de manieére similaire a la question 38.b pour déterminer Stab(M).
On sait grace a la question 38.a que Stab(M) est I'ensemble des matrices inversibles

de {aM+ Bl | a,Be Z/sz}. Soient a, B € Z/pZ etN=al,+BM.
e Sia=[f=0,alors N =0, qui n'est évidement pas inversible.

e Sif=0etac{-1,1}, N=al,, quiest inversible.

a a
e Sif#£0,alors N=p (—Iz +M). N est inversible si et seulement si — est une valeur
propre de M. Comme M a deux valeurs propres, 1 et —1, c’est le cas si et seulement

si (e, ) € {(1,1),(-1,1), (1,-1), (- 1,-1)}.

Il'y a donc 5 matrices non inversibles et 4 matrices inversibles dans (Z/3Z) [M].

Dot |Stab(M)| = 4 et d’apres la formule des cl 1Ou] ’GLZ(Z/‘Q’Z)) 8 _ 1
ou a =4€ apres la rormule des classes, === .
P M= T sabon] 4

En ajoutant —Iy, cela fait 13 matrices d’ordre 2 dans GL, (Z/&Z)_

Commentaire
On peut ici facilement s’assurer que les résultats des dernieéres questions sont cohérents

en vérifiant que I'on a bien trouvé les 48 éléments de GL; (Z/gz). Sans oublier qu’il y a
un élément d’ordre 1, on a trouvé 8+8+12+6+13+1 =48 éléments. Le compte est bon.
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Notations et rappels

Dans tout le sujet, n est un entier naturel non nul. On désigne par N I'’ensemble des entiers
naturels, par N* 'ensemble des entiers naturels non nuls, par R le corps des nombres réels,
par R, I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls, par R} 'ensemble des nombres réels
strictement positifs.

On désigne par M, (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées de taille n a coefficients réels
et par S, (R) son sous R-espace vectoriel des matrices symétriques. Si A€ M ,(R), on note AT
sa transposée et Tr(A) sa trace; on note Sp(A) le spectre de A, qui est 'ensemble de toutes ses
valeurs propres.

Lespace vectoriel R” est muni de son produit scalaire usuel, noté (-,-). La norme euclidienne
associée est notée | -|. La base canonique, orthonormée pour le produit scalaire (:,-), est
notée F. Si x € R”, on note x” son transposé.

On note S,J{ (R) I'ensemble des matrices symétriques positives, i.e. 'ensemble des matrices
A€ S,(R) telles que
VxeR" (Ax,x)>0.

On remarquera qu'une matrice A € 5, (R) est symétrique positive si et seulement si
vxeR", xTAx>o.

On note S;;*(R) I'ensemble des matrices symétriques définies positives, i.e. I'ensemble des
matrices A € S, (R) telles que
VxeR™"\ {0}, (Ax,x)>0.

On remarquera qu’'une matrice A € S, (R) est symétrique définie positive si et seulement si
vxeR™\{0}, x"Ax>o0.

La matrice d'un endomorphisme u d'un espace vectoriel E de dimension finie dans une base 3
est notée Matg(u).

Soit E un espace vectoriel normé. Dans la suite, on considére E muni de la topologie induite par
la norme. Pour toute partie A de E, on note A l'intérieur de 4, i.e. le plus grand ouvert (au sens
de l'inclusion) inclus dans A, Al'adhérence de A4, i.e.le plus petit fermé contenant A.

Le bord 0A d’une partie A < R” est défini par dA = A\ A; c’est I'adhérence de A privée de
I'intérieur de A. Soient A et B deux parties de E telles que A c B. A est dense dans B si A= B.
Soit A une partie de E : A est une partie compacte (un compact) de E si de toute suite (1),
d’éléments de A on peut extraire une suite convergeant dans A.
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Si x e R" et r € R4, la boule ouverte, respectivement fermée, de centre x et de rayon r est notée
B(x, ), respectivement B(x, r). La boule unité fermée de R” pour la norme | - || est notée an-
La sphére unité est notée S .

Soit E un espace vectoriel et soit A une partie de E. A est une partie convexe si, pour tout u
et pour tout v éléments de A, le segment [u, v] = {x € E, 3t € [0,1] tel que x = (1 — ) u + tv} est
inclus dans A.

L'espérance d’'une variable aléatoire X définie sur un univers probabilisé (Q,A,]P’) est notée,
sous réserve d’existence, [£(X).

Définition 1. Une variable aléatoire X définie sur un univers probabilisé (Q,A,IP) suit une loi

1
de Rademacher si X(Q)={-1,1} etque P(X=1)=P(X=-1)= >
Dans tout le sujet, on pourra utiliser librement I'inégalité suivante :

Théoréme 2. Inégalité arithmético-géométrique. Soit me N*. Soit (x1,...,x,) € (R:)™. Alors

m 1/m
[Tx <
i=1

avec égalité si, et seulement si, x; =+ = Xp,.

1
m;x

Le sujet est composé d’'un vraiffaux, d’'un exercice préliminaire et d'un probleme en huit parties.
Les résultats de l'exercice préliminaire peuvent étre utilisés durant le probleme.

Vrai/faux

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. On justifiera soigneusement la réponse.

X
1. Si f:R—R est une fonction continue, la fonction x — f (x—=10)f(t)dt est deux fois
0

dérivable sur R et sa dérivée seconde est f.
e *o° In(1)
2. Lintégrale mdt est convergente et est nulle.
0

3. Il existe une probabilité P sur N* telle que :

1

4. Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un univers probabilisé (Q,.4,P)
suivant toutes les deux des lois de Rademacher, alors la variable aléatoire XY suit une loi
de Rademacher.

5. Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E telles que Ac B.
On suppose que A est dense dans B et que B est dense dans E. Alors A est dense dans E.

6. Laréunion de deux parties convexes de R” est une partie convexe de R”.

7. Laseule partie convexe dense de R est R.



Ch. 2- 2025 Epreuve 2 - Enoncé 43

Exercice préliminaire

8. Soit @ l'application définie sur ./\/ln(]R)2 par ®(A,B) =Tr(ABT). Montrer que @ est
un produit scalaire sur M, (R).

Dans la suite de l'exercice, M ,(R) est muni de la norme associée au produit scalaire ®.

On considere M ,(R) comme un espace topologique avec la topologie définie par cette norme.
Dans la suite, toute partie A de M,(R) est munie de la topologie induite de M, ([R) (O est
un ouvert de A si, et seulement si, il existe un ouvert U de M, (R) tel que O = U N A).

9. (a) Soit A€ S, (R). Montrer que A€ S; (R) si, et seulement si, Sp(A) c R,.

(b) Enoncer et démontrer une caractérisation similaire des matrices de S;{ *(R) a l'aide
de leurs spectres.

10. Soient A une matrice de S;; " (R) et B € M, (R) une matrice inversible.
Montrer que B'AB € S;* (R).

11. Montrer que S;; (R) et S; " (R) sont convexes.
12. Montrer que S;; (R) est un fermé de M, (R).
13. Montrer que S;;* (R) est dense dans S, (R).

14. Soit S€ S;*(R). Montrer qu'il existe une unique matrice R € ;' * (R) telle que R = S.
On notera R = §%/2,

15. Soit S€ S;;*(R). Justifier que S'/? est inversible, puis que (S”z)*1 = (8_1)1/2.
On notera plus simplement S™'/? la matrice (5”2)71.

I. Jauge d’'un corps convexe symétrique

Définition 3. Soir C une partie de R". On dit que C est un corps convexe si C est compact,
convexe et que 0 appartient a l'intérieur de C, c’est-a-dire 0 € C. On dit que C est symétrique si

vxeR", (xeC) < (-xeC).
On notera que cette notion de « corps convexe » n'est aucunement liée avec la notion de corps

en algebre.

16. Montrer que si C est la boule unité d'une norme N définie sur R”, alors C est un corps
convexe symétrique.

Le but de cette partie est de caractériser les corps convexes symétriques de R" comme des boules
unités d’'une certaine norme sur R". Pour cela, on va introduire la jauge associée a un corps
convexe symétrique :

Définition 4. Soir C un corps convexe symétrique. On définit sur R" Uapplication ], appelée
jaugedeC, par :

1
vxeR", J(x) :inf{AERi, er C}.

On se donne maintenant un corps convexe symétrique C.
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17. Justifier que J, la jauge de C, est bien définie et que J(0) = 0.
18. Soit x € R". Montrer que J(x) = 0 si, et seulement si, x = 0.
19. (a) Montrer que pour tout x € R”, pour tout p € R}, ](,ux) = pJ(x).
(b) Montrer que pour tout x € R”, pour tout p € R, J(ux) = |ulJ(x).
20. Montrer que C = {xeR", J(x) < 1}.
21. Soient x et y deux éléments de R”. Soit £ un réel strictement positif. On note :

X =" et y = y
Jx)+e Jy)+¢

. Jx)+e€ / 1

Soienta = ————etz=ax +(1-a)y.
Jx)+J(y) +2¢
(a) Montrer que x’ et y' appartiennent a C. En déduire que z € C.
(b) En déduire que J(x+ y) < J(x) + J(3).
22. (a) Déduire de ce qui précede que J est une norme.

(b) Quelle est la boule unité de cette norme J?
(c) Endéduire que aC = {xeR", J(x) = 1}.

23. Montrer que si N; et N, sont deux normes de R” ayant la méme boule unité, alors Ny = No.

II. Généralités sur les ensembles convexes

Soit E un espace euclidien, dont on note:,-)g le produit scalaire. On note || - || g la norme associée
au produit scalaire (-, ).
Dans toute cette partie, on désigne par C un convexe compact de E.

24. Soitac€E.
(a) Montrer qu’il existe x, € C tel que |la— x4llp = )1616% la— x| g. Justifier que si a ¢ C, alors
la—xalg>0
(b) Soient xg,x; € Ctelsque [la—xollg=lla—x1llg = )1Cr€1£ la — x|l . Montrer que xo = X;.

N . L Xot X
Indication : on pourra raisonner par I’absurde et considérer 5

Ainsi, pour tout a € E, il existe un unique x, € C tel que ||a— x4 g = ing la-xl|Eg.
X€E

On définit alors l'application nc : E — C par la relation nc(a) = x,.

25. Soita€ E.

(a) Soitl'application f: E — R définie par f(x) = (a—nc(a), X)E.
Soit’ensemble H = {x €E, f(x)= f(a)}. Justifier que H est un sous-espace affine de E.
Quelles sont les dimensions possibles pour H?

(b) Vérifier que f(n¢(a) < f(a) et que cette inégalité est stricte si a ¢ C.
(c) Montrer que pour tout x € C, f(x) < f(nc(a@).
Indication : on pourra considérer 'application g : [0,1] — R qui a  associe

|a- (- rc@+ 1) Hi
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(d) Soit b € C tel que pour tout x € C, {a—b,x—b)g < 0. Pour tout x € C, montrer que
la—x|g > lla— bl g et en déduire que b = nc(a).

Ainsi, on a montré que pour tout a € E, nc(a) est 'unique point b de C tel que pour tout x € C,
(a—b,x—b)E < 0.

26. (a) Soient a,a’ € E. Montrer que |[7c(a) - nc(a)| < (@' — a,nc(@) - nc(@),.
(b) En déduire que n¢ est 1-lipschitzienne.

27. Soit a € 0C. Soit (ay) pely une suite d’éléments de E \ C qui converge vers a.
ap—7nclap)
lap =mctap)|
sous-suite convergeant vers un élément y de E.

(a) Montrer que la suite ( ) est une suite de E et qu’elle posséde une
peN

(b) Montrer que y est non nul et que pour tout x € C, (y, X— a)E <0.

III. Sur les ellipsoides

Définition 5. Soit A€ S;;* (R). On appelle ellipsoide associé a A la partie £ 5 définie par
Ea={xeR", (Ax,x) < 1}.

Une partie € de R" est un ellipsoide s'il existe A€ S;; ¥ (R) telle que £ = E4.

28. Soit r > 0. Montrer que B0, 1) (la boule fermée de centre 0 et de rayon r) pour la norme | - ||
est un ellipsoide de R” et préciser une matrice A, € S,y telle que B(0,7) =&y, .

29. Soit &4 l'ellipsoide associé a une matrice A€ S, (R).

(a) Soit B e M,(R) une matrice inversible. Montrer que B7lE, = {Bilx, x€5A} est
un ellipsoide.

(b) Montrer que £4 = A_I/ZBZ”.
(c) En déduire que £4 est un corps convexe symétrique.
(d) Quelle estlajauge J4 associée a £4?

(e) Montrer que cette jauge J4 est une norme euclidienne. On donnera la matrice du
produit scalaire associé a cette norme dans la base canonique de R”.

30. Soient £4 et £p deux ellipsoides de R”, respectivement associés a A et Be S+ (R).
Montrer que £4 = Ep si et seulement si A= B.

31. Soient £4 et £p deux ellipsoides de R”, respectivement associés a A et Be S;*(R).
Montrer que £4 S Ep si et seulement si pour tout x € E, (Bx,x) < (Ax, x).

Définition 6. Soir & un ellipsoide. On a moniré qu'il existe une unique matrice A€ S;;* (R) telle
que & = E 5. On définit alors la mesure de £, noté u(&), par

u(€)

32. Dans cette question uniquement, on suppose n = 3. Soit r un réel strictement positif.
Donner une relation entre ,u(E(O, r)) et le volume de B(0, ).

1
" det(A)
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33. Soit £ un ellipsoide de R". Soit B € M, (R) une matrice inversible. Préciser la mesure
de B~1€ en fonction de la mesure de &.

34. Soit (el,...,en) une base orthonormée de R” et soient ay,...,a, des réels strictement
n n
positifs. Soit £ ={x=) x;e;eR", Y a;x? <1}. Montrer que £ est un ellipsoide de R"
i=1 i=1
et calculer sa mesure.
35. Soit Ae S, (R).

(a) Justifier que A admet n valeurs propres réelles (comptées avec leurs ordres de multipli-
cité) Ay > Ap >+ > A, et qu'il existe une base orthonormée (fi,..., fn) de R” telle que
pourtouti€{l,...,n}, Afi=Aif;.

(b) Soit k € [1, n]]. Montrer que 'on a
A = sup min (Ax, x),

xeV
VEGk g1

o1 Gy désigne 'ensemble des sous-espaces vectoriels de R” de dimension k.
Indication : si V € Gy, on pourra considérer l'intersection de V avec le sous-espace
engendré par f,..., fn.

36. Soient & et &' deux ellipsoides de R” tels que £ < £'. Montrer que p(€) < p(&').

IV. Existence d’un ellipsoide de mesure maximale

Soit C un corps convexe symétrique de R".
37. Justifier que C est borné et qu’il existe un ellipsoide £’ tel que Cc £'.

38. Soit A = {u(€), € ellipsoide tel que £ = C}. Montrer que A est non vide et majoré.
En déduire qu’il admet une borne supérieure notée «a.
39. Justifier qu'il existe une suite (Ap) . d’éléments de S;"(R) telle que, en notant &,
Iellipsoide associé a Ay, pour tout p € N7, Ep cC et pEI-PoolJ(gp) =a.
40. Pour A€ S, (R), on pose N(A) = sup [(Ax, x)|. Montrer que N est une norme sur S, (R).
lxll=1
41. Soit p € N*. On introduit 0 < A1(p) < --- < A,(p) les valeurs propres de Aj,. Montrer que

la suite (A1 (p)) pen €St minorée par un réel strictement positif, puis que la suite (1, (p))
est majorée.

peN*

42. En déduire que la suite (Ap) . est bornée pour la norme N.

43. En déduire qu'il existe ¢ : N* — N* strictement croissante et A € S, (R) telles que
Pl—l'IPooA(p(p) =4

44, Montrer que A€ S; " (R).

45. En déduire qu’il existe un ellipsoide £ de mesure maximale inclus dans C.





